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MEF-T.5.4.2.1 DESCRIEREA PROBLEMEI

Pentru structura mecanica a placii din fig. 1, a, incarcata cu sarcina distribuitd p si forta concentrata P, se
urmadreste elaborarea unui model cu elemente finite pentru determinarea campurilor deplasarilor, deformatiilor
si tensiunilor, cu luarea in considerare a greutatii proprii, cunoscand densitatea materialului p, modulul de
elasticitate, E, si coeficientul contractiei transversale (Poisson), v.

MEF-T.5.4.2.2 ALGORITMUL DE DEZVOLTARE A MODELULUI

Modelarea geometrica si discretizarea

Domeniul continuu al problemei cu un numar infinit de puncte se inlocuieste cu un domeniu discret, prin
luarea in considerare a unui numar finit de puncte (noduri). Unirea controlatd prin linii a nodurilor domeniului
problemei conduce la obtinerea de subdomenii (elemente finite). Forma elementelor finite este diferita de la un
caz la altul, in functie de tipul domeniului problemei si tipul problemei de analizat. Pentru cazul structurii plane
din fig. 1, a, considerand 5 noduri, se formeaza 3 elemente finite de forma triunghiulara cu laturi linii drepte
(fig. 1, b). Necunoscutele problemei se considerd deplasarile nodurilor dupéd axele sistemului de coordonate
xQOy, de unde si denumirea de elemente finite nodale. Astfel, numarul necunoscutelor problemei este finit, ca
fiind egal cu produsul dintre numarul de noduri, n = 5, si numarul deplasarilor (gradelor de libertate) posibile
ale unui nod, ngl = 2.

Modelarea parametrilor fizici (cunoscuti)

Incircarea exterioard data de fortele concentrate si fortele distribuite, actioneaza in nodurile si, respectiv, pe
laturile elementelor finite. In acest sens, se aleg ca noduri si punctele in care actioneaza fortele concentrate. De
asemenea, se aleg ca noduri un numar finit de puncte de pe frontiera domeniului, unde actioneaza sarcina
distribuita; n aceste puncte se considera cunoscute valorile fortei distribuite. Pentru simplificare, in exemplul
din fig. 1, in zona incarcata cu sarcina distribuita, s-au considerat doua noduri si valorile fortei distribuite egale
cu po.

Deoarece modelarea numericd ia in considerare valorile nodale ale parametrilor, fortele distribuite vor fi
inlocuite cu un sistem de forte echivalent, care actioneaza in noduri. La fel se procedeazad si cu Incarcarile
interioare: forte masice, tensiuni termice, tensiuni si deformatii initiale.

Este evident ca procedand ca mai sus se produc o serie de aproximatii legate de domeniul geometric si
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campurile parametrilor fizici (cunoscuti si necunoscuti). Continuitatea parametrilor fizici (forte, proprietati,
deplasari, deformatii, tensiuni) de multe ori este asiguratd numai in noduri §i violatd pe contururile
interelemente.

Determinarea valorilor parametrilor geometrici si fizici, corespunzatori punctelor din interiorul fiecarui
element finit, in functie de valorile nodale ale acestor parametri, se realizeaza folosind functiile de interpolare,
corespunzatoare elementului finit respectiv.

Descrierea comportdrii structurii cu MEF se realizeaza pornind cu descrierea separatd a comportarii
elementelor finite ale structurii, urmata de iTnsumarea (asamblarea) acestora. Descrierea comportarii elementelor
finite se efectueaza aplicand succesiv metodologia de obtinere a modelului numeric corespunzator tipului de
element finit considerat, tuturor elementelor finite ale structurii.

Pentru obtinerea modelului numeric al elementului finit triunghiular, folosit la discretizarea structurii din
fig. 1, a, se considera un element finit oarecare ¢, cu nodurile i, j si k, raportat la sistemul de coordonate global
(fig. 2).

Variatia reala a unei ¢(x, y) necunoscuta, care poate fi deplasarea u sau v a punctelor elementului finit e, se
aproximeaza printr-o variatie simplificatd de forma

by =0y +o,X+agY, 1)
cu X, z coordonatele punctului oarecare P si a4, 0y, 03 coeficienti necunoscuti, numiti coordonate generalizate.

Acestia se pot determina rezolvand sistemul — obtinut in urma particularizarii relatiei (1), cu valorile nodale
corespunzatoare (¢, =¢;, Pentru X =X, Y = Vi, ¢, =¢;, pentru X = X;, y =Y, ¢, =¢,, PENtru X = X, y = Yk,) — de

forma

b =0y +0,X + 03y,
b =0y +ayX; +agy;, (2)

by =0y + 0% + 0 Yy

Solutiile acestui sistem sunt:
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in care A°® este aria elementului finit cu expresia

1 1 X
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iar coeficientii aj, bj, Cj, cui=1, 2, 3, au expresiile urmatoare:

Q=X = XY G =XYi XY B =XY XY
b =Y - Y, b, =Y — ¥i, by =Yy -y, (5)

Inlocuind relatiile (3) in (1), se obtine expresia
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in care functiile de forma N;jx au expresiile:

= ko)

1
N; =E(a2+b2x+c2y), (7)

1
N, :E(a3 +h,x +Cyy).

Comparand relatiile (7) cu relatiile de definire a sistemului de coordonate L-natural, considerand nodurile
1, 2, 3 identice cu 1, j si, respectiv, k, se constatd cd L; = N;, Lj = Nj, Lk = Ny, deci elementul finit folosit este
izoparametric, deoarece atat pentru modelarea geometrica, cat si pentru modelarea parametrului fizic se
utilizezaa aceleasi functii de forma.

Tindnd cont ca parametrul ¢, poate fi oricare din componentele matricei deplasarilor, [d] = [u v]',
corespunzatoare punctului oarecare P(x,z), se poate scrie relatia,

[d] = [N][o"], (8)

in care [d°] = [u; V; Uj Vj Uk Vk]T reprezinta matricea deplasarilor nodale, iar
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matricea functiilor de forma.

Modelul numeric al elementului finit
Energia potentiala totala a elementului finit are expresia,

11 = [( B sl b [ BT [ETsol v - [T lakv - [leT loka-[o°TP'] (10)
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in care, necunoscutele sunt functiile continue, componente ale matricei deplasdrilor [d] si ale matricei
deformatiilor specifice [€], cu domeniul de definire volumul elementului finit V°. deoarece nu se poate stabili o
solutie exacta pentru configuratia deplasarilor, care minimizeaza functionala (7), MEF acceptd o solutie
aproximativa a acestei configuratii, de forma (8). Pe de altd parte, nici pentru deformatiile specifice [€] nu se
pot concepe solutii precise si in continuare se expliciteaza functiile de aproximare si pentru acestea.

Astfel, pornind de la relatiile (9) si (8), matricea deformatiilor specifice
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care dupa inmultire si aplicarea operatorului diferential devine
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Dupa efectuarea derivatelor, {indnd cont de (7), aceasta relatie ia forma
[e]=[B][d°], (13)
unde matricea,

([0 B 0 b0
[B]:2Ae 0 ¢ 0 c 0 cf, (14)
¢ b c, b, ¢ by

cu elemente constante dependente de coordonatele nodale cunoscute (v. (5)). Acest tip de element finit, numit
in literatura de limba engleza CST (Constraint Strain Triange), are avantajul unei formulari simple ce poate fi
definit direct in sistemul de coordonate global, dar este foarte anevoios de descris in programe performante
(implica transformari diferite pentru fiecare element finit al structurii). Matricea [B] aproximeaza campul
deformatiilor specifice in raport cu deplasarile nodale necunoscute.

Folosind proprietatile operatiilor matriceale, se pot scrie relatiile,

[T =[NJae] =[aeJ[NT (15)
(o] =[BJae] =[a 8T (16)

care impreuna cu relatiile (8) si (13), inlocuite in expresia energiei potentiale totale a elementului finit (10),
determind urmatoarea forma

e =2 lo°] [(eT [EXslavla] o] [[8] foolav —[a] [T [Ekeokov -
T JINT [oav - [o°T [INT [plea- o] [P}

(17)

Expresia matematicd a teoremei energiei potentiale minime, corespunzitoare elementului finit e, 8I1°=0,

pentru cazul matricei necunoscutelor [de]z [df d; ... df], cu r numarul necunoscutelor nodale, devine
r aHE
e e
ST :zéde&ji =0. (18)
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Aplicand formulele:

%@ = 2[a]a¢], (19)

6([(18‘618[DD - [p], (20)

cu [A] si [D] matrice pitratice, in relatia (18), cand IT° are expresia (17), se obtine,
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Deoarece, deplasirile infinitezimale ale nodurilor elementului finit [8d°] sunt nenule, din relatia (21)
rezulta,

[Kd]= [o°], (22)

unde,

[ke]= '[[B]T[E][B]dv , (23)

reprezintd matricea de rigiditate a elementului finit e, iar
o J= ez [+ e e s [+ [Ps [P 24)
matricea fortelor nodale (termenilor liberi) ale elementului finit, cu:

[P ]=- [[T [o Jav (25)

Ve

fortele corespunzatoare tensiunilor initiale,

[P<]- J[eT [ELoJov (26)
Ve
fortele nodale corespunzatoare deformatiilor
initiale,
[Pe]= [INT [gav (27)

VE

fortele nodale corespunzatoare fortelor masice,

i ]- JINT [pkoa (28)

fortele nodale corespunzdtoare presiunilor care
actioneazi pe frontiera elementului finit, [P]
matricea fortelor nodale concentrate interioare
(eforturi) si exterioare. In figura 3 pentru
elementul finit e, se prezinta componentele
fortelor de mai sus. Relatia (22) reprezintad
ecuatia matriceala — modelul numeric - a
elementului finit, care este un sistem de ecuatii
algebrice liniare.

Modelul numeric al structurii

Pentru intreaga structurd, cu m elemente
finite, energia potentiald totalda este data de
relatia:

Mm=>1°. (29)
=1
Avand in vedere ci suma integralelor din Fig. 3

relatia (17) este egald cu integrala sumei,



extinzand principiul teoremei energiei potentiale minime pentru intreaga structura, se obtin ecuatia matriceala a

structurii

[K][D] = [Ql,

in care,

K=l

este matricea de rigiditate a structurii,

(30)

(31)

(32)

matricea fortelor din nodurile structurii, iar [D] = [u1 Vi U Vo ...u, Vy]' este matricea necunoscutelor
nodale ale structurii. Sumele din relatiile (31) si (32) se fac prin operatia de asamblare, care presupune
insumarea elementelor matricelor de rigiditate sau a elementelor matricei fortelor nodale, care se refera la
acelasi grad de libertate.

Pentru cazul structurii din fig. 1, deoarece matricele [B] si [E] au elemente constante si

dVve = A°h, (33)
matricea de rigiditate a elementului finit e, data de relatia (23), devine,
[k*]=[BT [E]B]Ah. (34)

Considerand situatia de incarcare aproximativa din fig. 1,b, cu fortd concentrata P in nodul 3 si cu forta
distribuita po pe latura 13 a elementului finit 1 si neglijand efectul tensiunilor si deformatiilor initiale si efectul
fortelor masice, matricele de rigiditate si matricele termenilor liberi ale elementelor finite ale structurii sunt:
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Valorile k% i cui,j=1,2,...,6 sie=1,2,3, sunt contante numerice, calculate cu relatia (34) si I13 = ((X1 —
X3)? + (y1 — y3)2)°° este Iunglmea muchlel 13
Asamblarea matricelor de rigiditate elementele si ale matricelor termenilor liberi de mai sus, tindnd cont de

corespondenta gradelor de libertate si a nodurilor (marcate pe frontiera matricelor de rigiditate) elementelor
finite, rezulta modelul numeric, (30), unde:
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si[D]=[ur Vi Uz Vo Uz V3 Us V4 Us Vs].
La asamblarea elementelor matricelor termenilor liberi s-a tinut cont de ecuatiile de echilibru ale fortelor
nodale interioare, pentru nodul 3; P, + P, =0, P, + P7 =0, pentru nodul 2 (fig. 1, b).

Elementele matricei de rigiditate a structurii au valori constante, dependente de coordonatele nodale si de
caracteristicile materialului (E — modulul de elasticitate longitudinala, v - coeficientul lui Poisson). Matricele de
rigiditate ale elementelor finite si a structurii sunt simetrice, consecin{a a teoremei reciprocitatii tensiunilor.

Sistemul de ecuatii algebrice liniare (30), cu matricea sistemului si a termenilor liberi date de relatii (38) si,
respectiv, (39), este un sistem compatibil nedeterminat, de 10 ecuatii cu 14 necunoscute, deplasarile nodale,

componente ale matricei [D] si reactiunile de reazeme: R, =P%+P}, R,=PR;+P;,, Ry=Ps R:=Pz.

Matricea sistemului n acest caz este singulard. Fizic aceasta se interpreteaza prin miscarea generald de rigid a
structurii, datorita lipsei implementarii conditiilor limitd de rezemare. Pentru structura idealizata din fig. 1, b,
deplasarile corespunzatoare nodurilor 4 si 5 sunt nule (ug =0, v4 = 0, us = 0, vs = 0). Astfel, prin eliminarea
liniilor si coloanelor (7, 8, 9 si 10), din matricea de rigiditate (matricea sistemului) si din matricea incarcarilor
nodale corespunzatoare acestor deplasari, rezulta urmatorul sistem de ecuatii liniare, compatibil determinat,
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Rezolvarea modelului numeric

Cu solutiile acestui sistem, folosind relatiile (15) si (16) inlocuite in legea lui Hooke [c] = [E] [€], rezulta
campurile deplasarilor, deformatiilor si, respectiv, tensiunilor, pe intreg domeniul problemei. Formele de
variatie ale campurilor deplasarilor si tensiunilor sunt schematizate in fig. 4. de asemenea, se observa si in cazul
acestei structuri continuitatea functiei de aproximare a deplasarilor (fig. 4, a) si discontinuitatea (generata de
constanta matricei [B] pentru fiecare element), deci si aproximarea mai grosiera a functiei tensiunilor. inlocuind
deplasarile acum cunoscute in ecuatiile elementelor finite, se pot determina fortele interioare si reactiunile din
reazeme.

Operatiile de calcul al elementelor matricei termenilor liberi (forte nodale echivalente cu sarcinile
distribuite pe contur), de asamblare a elementelor matricelor de rigiditate si vectorilor incarcarilor nodale, de
implementare a conditiilor limita (de rezemare) si de rezolvare a sistemului de ecuatii in cadrul acestor exemple
au fost realizate mai mult intuitiv. In capitolul urmitor se vor prezenta proceduri specifice MEF, care realizeazi
aceste operatii.




