MEF-T.5.4.1

MODELAREA NUMERICA A STRUCTURILOR
UNIDIMENSIONALE SOLICITATE AXIAL

CUPRINS
MEF-T.5.4.1.1 DESCRIEREA PROBLEMEI
MEF-T.5.4.1.2 ALGORITMUL DE DEZVOLTARE A MODELULUI

MEF-T.5.4.1.1 DESCRIEREA PROBLEMEI

Pentru structura mecanica a coloanei verticale din fig. 1, a, incarcata cu sarcina concentrata P, se urmareste
elaborarea unui model cu elemente finite pentru determinarea campurilor deplasarilor, deformatiilor si
tensiunilor, cu luarea in considerare a greutatii proprii, cunoscand densitatea materialului p, modulul de
elasticitate, E, si coeficientul contractiei transversale (Poisson), v.

MEF-T.5.4.1.2 ALGORITMUL DE DEZVOLTARE A MODELULUI

Modelarea geometrica si discretizarea

Bara de sectiune variabila (fig. 1) se considerd ca fiind compusa din tronsoane cilindrice cu sectiune
constantd. Discretizarea se realizeaza cu elemente finite unidimensionale binodale (liniare) cu sectiune
constanta (fig. 1, a, b, ¢). Considerand un element finit oarecare e, cu nodurile i si j (fig. 1, d), raportat la
sistemul global de coordonate Oy si la sistemul local de coordonate & - naturale O’§, modelarea geometrica se
descrie cu relatia,

y= Ni(&)yi + Nj(a)yj' = [N ][ye] 1)

in care: [y°] = [y y,-]T, este matricea coordonatelor nodale cunoscute; [N] = [Ni(&) N;(&)] — matricea functiilor
de forma, cu expresiile:
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Modelarea parametrilor fizici
Functia de aproximare a parametrului fizic necunoscut, deplasarea dupa Oy, se formeaza folosind aceleasi
functii de forma (element finit izoparametric), cu relatia

V:Ni(a)vi—i_Nj(a)vj :[N][de] (3)

in care s-au notat cu: v; si vj deplasarile necunoscute corespunzitoare nodurilor i si, respectiv j; [d°] = [ yj]T —
matricea deplasarilor nodale necunoscute.

Parametrii fizici cunoscuti (P, E, v, p) au valori constante si nu se pune problema aproximarii (modelarii)
Modelul numeric al elementului finit

In vederea obtinerii modelului numeric al elementului finit e, se aplicd metoda variationald — fara a folosi
ecuatiile diferentiale ale teoriei elasticitatii — pornind de la expresia energiei potentiale totale, particularizata
pentru aceastd problema,
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care, tinand cont ci aria sectiunii transversale A® a elementului finit este constanti, devine
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Parametrii din aceasta relaie au urmatoarele notatii, expresii si semnificatii: [¢] = &y reprezinta matricea
deformatiilor, care pentru cazul de fatd degenereaza intr-un scalar, deformatia specifica liniard; [E] = E —
matricea de elasticitate, degeneratd in modulul de elasticitate longitudinala; [g] = p g [0 -1 0]" — matricea
fortelor masice, cu p densitatea materialului si g acceleratia gravitationald; [P?] = [Pyi® + P%  Py® + P51 -
matricea fortelor concentrate nodale, interioare (eforturi) si exterioare (incarcari); [d] = v — matricea
deplasarilor necunoscute (fig. 1, d).

Folosind relatiile (1), (2) si (3), rezulta urmatoarele dependente:
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inlocuind relatia (7) si
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in expresia energiei potentiale totale (5), se obfine
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Se observa cd in aceasta forma, functionala IT° este o functie ale deplasdrilor nodale necunoscute vj $i vj.
Teorema energiei potentiale minime, aplicata elementului finit e,
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implica sistemul de ecuatii,
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care, tinand cont de expresia (9), devine
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deoarece variabilele necunoscute v;, vj sunt independente de variabila &, in urma efectudrii integralelor sistemul
(12) se poate scrie sub forma

ke Jae |= o (13)
in care,
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reprezintd matricea de rigiditate corespunzatoare elementului finit e,
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matricea incarcarilor nodale, cu
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fortele nodale echivalente greutatii proprii a elementului finit (fig. 1, d).

Ecuatia matriceala (13) este un sistem algebric liniar — modelul numeric — care descrie comportarea
elementului finit oarecare e si constituie baza in vederea obtinerii modelului numeric global al intregii structuri.
Matricea de rigiditate (14) sintetizeaza toate caracteristicile geometrice si fizice ale elementului finit respectiv.

Particularizdnd componentele ecuatiei (13) pentru cele trei elemente finite ale structurii, se obtine:
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Parametrii necunoscuti din aceste ecuatii au urmatoarele expresii:
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in care: A!, cu j =1, 2, 3, sunt ariile sectiunilor elementelor finite; yx, cu k = 1, 2, 3, 4 — coordonatele nodurilor
structurii. In matricele incarcarilor [q°] = cu e = 1, 2, 3, parametrii Pyie, cui=1, 2, 3, sunt fortele nodale
interioare (eforturile), necunoscute si P este forta concentrati exterioara din nodul 1, cunoscuti ca valoare. In
fig. 2 se observa echilibrul static al elementelor finite ale structurii, cu respectarea principiului actiunii-
reactiunii pentru fortele interioare Py;’.

Modelul numeric al structurii

Teoretic, pentru stabilirea modelului numeric al intregii structuri se porneste de la energia potentiala totala,
data de functionala,
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in care,
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In aceste expresii: [d'] = [vi Vo], [d°] = [vo  v3], [d°] = [vs va]" sunt matricele deplasarilor
corespunzitoare celor trei elemente finite; [P'] = [P -Plyz 1%, P4 = Plyz — szg]T, EHE P3y3 — P3y4]T — matricele
fortelor (incarcari si eforturi) nodale concentrate. Semnul fortelor componente se stabileste fatd de sistemul de
coordonate global. Fortele interioare (eforturile) dintr-un nod comun la doua elemente finite adiacente, sunt
egale si de sens opus (fig. 2). Fortele concentrate exterioare se aplica numai in noduri si se iau in considerare o
singurd data in cadrul ecuatiei unui element finit.

Din forma matematicd a principiului energiei potentiale minime pentru intreaga structura,
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rezulta sistemul,
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Tinand cont de relatia (10), acest sistem devine,
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unde indicii k = 1, 2, 3, 4 indica numarul gradului de libertate corespunzator nodurilor structurii, iar m = 1, 2, 3
numarul elementului finit. Explicit, relatia (25) are urmatoarea forma,
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Se observa ca derivata functionalei in raport cu una din necunoscute este egalda cu suma derivatelor
functionalelor elementelor finite vecine, care au nodul — caruia i corespunde gradul de libertate al necunoscutei
—comun.

Efectuand derivatele si integralele din sistemul de ecuatii (26) si, respectiv, din relatiile (21), (22) si (23),
rezulta ecuatia matriceala a structurii,

[K]D]=[Q] 27)
in care,
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reprezintd matricea necunoscutelor nodale, matricea de rigiditate a structurii si, respectiv, matricea incarcarilor
nodale, numita si matricea termenilor liberi. In componenta elementelor matricei incarcarilor nodale nu apar
fortele interioare (eforturile), care s-au redus in timpul operatiilor efectuate.

Ecuatia matriceala (27) constituie modelul numeric global cu elemente finite.

Din analiza componentelor ecuatiilor elementelor finite, componentelor ecuatiei structurii (27) si expresiei
(19), se obtin urmatoarele dependente:
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Sumele din relatiile de mai sus nu se realizeaza respectand corespondenta indicilor matriceali strict
matematic, ci respectand corespondentele indicilor gradelor de libertate corespunzatoare nodurilor comune
elementelor finite vecine. Din aceastd cauza, operatiile din relatiile (28) se numesc operatii de asamblare. In
urma asamblirii matricelor de rigiditate [k°] si a matricelor incircirilor nodale [q°], cu e = 1, 2, 3, rezultd
matricele:

k., k., 0 0
ki ki +k? kZ 0
N R N )
21 22 TR Ryp
0 0 k3, k3,
F’gll -P
Pl _ PZ
Q=] & % (30)
sz3 - P933
Pg43 - Py34

care sunt identice cu matricele (29) si, respectiv, (30).

In practica curenti a MEF, datorita simplititii, pentru obtinerea componentelor ecuatiei matriceale a
structurii (matricea de rigiditate si matricea termenilor liberi), se foloseste cea de-a doua metoda, a asamblarii
componentelor ecuatiilor matriceale ale elementelor finite (matricele de rigiditate si matricele incarcarilor
nodale).

Modelul numeric global dat de relatia (27) este un sistem algebric liniar de 4 ecuatii cu 5 necunoscute,
deplasarilor vi, Vo, V3, V4 $i reactiunea P3y4. Dar, in aceastd forma matricea de rigiditate (matricea sistemului)
este singulara, deoarece nu s-au luat in considerare legaturile structurii vecine (structura are miscare generata de
rigid).

Implementarea conditiei limita de tip Dirichlet,

v, =0 (31)

datoritd incastrarii din nodul 4, se realizeazd prin eliminarea liniei §i coloanei a patra — corespunzdtoare
gradului de libertate al acestei deplasari — din sistemul de ecuatii (27). Astfel, acesta devine,
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Rezolvarea modelului numeric

In urma rezolvarii sistemului de ecuatii (32), in acest caz fiind cu dimensiune foarte redusa, analitic clasic,
rezultd necunoscutele nodale vi, Vv, V3. Astfel, folosind relatiile (3), (7) si legea lui Hooke, se pot determina
deplasirile, deformatiile si tensiunile in domeniul structurii. In fig. 3 sunt reprezentate formele de variatie ale
campurilor aproximative ale deplasarilor si ale tensiunilor. Aceste variatii sunt consecinta directa a tipului de
element finit, respectiv a functiilor de forma adoptate. Pentru Tmbunatatirea aproximarii, mai ales la nivelul

tensiunilor, este necesard alegerea unor functii de aproximare care apartin clasei C*, deoarece 6 = E ¢, = E
dv/dy.
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