MEF-T.5.3

MODELAREA NUMERICA CU METODA
REZIDUUDRILOR PONDERATE

CUPRINS

MEF-T.5.3.1 INTRODUCERE
MEF-T.5.3.2 ALGORITMUL GENERAL DE DEZVOLTARE A MODELELOR
NUMERICE CU METODA REZIDUURILOR PONDERATE

MEF-T.5.3.1 INTRODUCERE

Desi prezinta unele avantaje metodologice, folosirea metodelor variationale in construirea modelului
numeric cu elemente finite nu poate fi generalizata, deoarece numai anumite clase de operatori admit formulari
variationale. Metoda reziduurilor ponderate este o metoda generalizatd, cu ajutorul careia se pot formula
modelele numerice pentru probleme modelate analitic prin ecuatii diferentiale liniare sau neliniare. Prin
intermediul acestor metode, ecuatiile diferentiale se transforma in relatii integrale, care la randul lor pot fi
prelucrate si variational.

MEF-T.5.3.2 ALGORITMUL GENERAL DE DEZVOLTARE A MODELELOR
NUMERICE CU METODA REZIDUURILOR PONDERATE

Ecuatia de definire a unei probleme oarecare, data de relatia (2.106), pentru solutia aproximativa
0, = Z N;d;, 1)
i=1

cu N; functii de formad si ¢; valori nodale ale variabilei independente, nu este satisfacuta in mod exact. Deci,
dupa 1nlocuire rezulta relatia

L(9,)+ f, =R, )

in care R este reziduul, eroarea de calcul. Deoarece reziduul este nul, numai pentru solutia exacta, acesta poate
fi considerat ca o masurd a erorii solutiei aproximative (1) fatd de solutia exacta. Avand in vedere ca solutia
exactd nu poate fi cunoscutd, marimea si distributia reziduului R, in domeniul problemei V, pot fi folosite
pentru evaluarea acuratetei solutiei aproximative propuse.

Metoda reziduurilor ponderate urmareste determinarea parametrilor ¢; astfel incat eroarea R, pe intreg
domeniul problemei, sa fie cat mai mica. Aceasta se obtine prin formularea unei medii ponderate a erorii pe
intreg domeniul, prin impunerea conditiei

[w (Lo,)+ f,)dv =0, 3)

\Y

Cu w; un set de functii pondere liniar independente, care se mai numesc si functii de corectie. Functiile pondere,
w;, se aleg astfel incat ecuatia integrala (3) sa fie verificata simultan cu conditiile limita (2.108), de catre
solutiile aproximative. Precizia solutiei ¢ depinde de alegerea functiei pondere. Pentru determinarea functiilor
pondere wi;, se pot utiliza mai multe metode, dintre care cele mai cunoscute sunt prezentate in continuare.

a. Metoda subdomeniilor, presupune functii pondere de forma



B 1, pentruV =V,; @
' )0, pentruwV £V,
cu Vi subdomenii ale domeniului V.
b. Metoda celor mai mici patrate propune determinarea functiilor pondere cu relatia
R (.
y_ RO), -
o,
pentru care expresia din partea stanga a relatiei (3) are un minim, deci
[R?dv =0. ©)
\Y
c. Metoda Galerkin propune ca expresiile functiilor pondere sa fie aceleasi cu ale functiilor de forma,
adica
W =N;. (8)

Metoda este folosita frecvent in obtinerea modelelor numerice (aproximative) cu elemente finite, pentru multe
probleme ingineresti, datoritd adaptabilitatii si generalitatii acesteia, motive care justifica i folosirea in cadrul
exemplelor prezentate in continuare.

Solutiile aproximative ¢,, date de relatia (1), pot fi definite pe intreg domeniul V sau pe subdomenii

(elemente finite) V°, care respecti conditiile:

VécV,
m 9
v=Yve (9)
i=1

Metoda elementelor finite cu aproximarea parametrilor fizici pe subdomenii (elemente finite) cu
functiile de aproximare ¢, = ¢, (¢;), care au variabile independente valorile nodale necunoscute ¢,, cui =1, 2,

..., p, numarul gradelor de libertate (parametrii necunoscuti) ale nodurilor se numeste MEF nodala. Prin
alegerea a p functii pondere, sintetizate in matricea [w] =[w1 W Wp]T, ecuatia integrald (3) se multiplica
si astfel se formeaza urmatorul sistem de ecuatii integrale:

[ W] [L4 (61, 00, )+ 1, ]V =0, (10)

Ve

care dupa integrarea prin parti se transforma intr-un sistem de ecuatii

ke Jlo°]= [a®]. (11)

cu [k*] matricea de rigiditate a elementului finit; [cl)e]: [<|>l d, ... d)p]T matricea necunoscutelor nodale ale

elementului finit si [q°] matricea termenilor liberi sau a incircarilor nodale.
Tinand cont de relatiile (10), ecuatia integrala a reziduurilor ponderate, pentru domeniul problemei, este

> [WE (L6 e 0)+ £,V =, [T (L0 b1 00, + T, ]V =0, (12)

e=1yse



in care m este numarul elementelor finite si N numarul total al gradelor de libertate (necunoscutelor) nodale din
volumul V.
Prin explicitarea integralei din partea a doua a relatiei (1), se obtine un sistem de n ecuatii, de forma

[K]@]=[Q]. (13)

in care, tinand cont de prima parte a relatiei (1),
m
K]=Y k] (14)
e=1
este matricea de rigiditate corespunzatoare domeniului problemei,

Ql- emgl[cf] (15)

matricea termenilor liberi si [®]=[0, ¢, ... <|)p]T matricea necunoscutelor nodale.

Similar cu algoritmul de asamblare din cadrul metodei variationale, sumele din relatiile (14) si (15) se
realizeaza tinand cont de corespondentele nodurilor elementelor finite vecine.

Pentru urmarirea pas cu pas a etapelor metodei reziduurilor ponderate, prezentata in principiu mai sus,
in continuare acestea se particularizeazad pentru ecuatia diferentiala cu derivate partiale a lui Poisson.

Ecuatia integrala a reziduurilor ponderate (3), caracteristica ecuatiei lui Poisson, este

Iw(x, y)(j + %2(1) + fvjdv =0, (16)

in care ¢sunt functii de clasa C?, care satisfac conditiile limiti. Domeniul problemei este de tip placa cu
suprafata A si grosimea h, deci dV = hdxdy.
Folosind formula,

I dxdy = —I w A dxdy - f W— dxdy, (17)

A

ecuatia integrala (16) devine,

ow 8¢ ow 8¢ 0% o
I(axax Yy wadxdy+J.w dxdy+jw dxdy =0. (18)

Printr-o alegere adecvata a functiei pondere w si eliminand ultima integrald, consecintd a verificarii
conditiilor limite (5.7) , relatia (5.200) devine,

I(@@JFG—W@—WfVdederjw%dxdyzo, (19)

unde ¢ = ¢, si w =0, pentru (x,y) €S,.

Se observa cd in urma procesului de integrare prin parti, o forma integrala data trece Intr-o asa numita
forma integrald slaba, cu ordinul derivatelor functiilor ¢ scézut. Aceasta conduce la relaxarea conditiilor de
continuitate, necesare pentru asigurarea convergentei aproximadrii, iar unele conditii limitd nu necesita
satisfacerea completa. Pe de alta parte, integrarea prin parti introduce derivatele functiilor de pondere w, care au
conditii de continuitate mai severe decat functiile ¢ .



Considerand ca parametrul necunoscut ¢ al ecuatiei diferentiale Poisson este aproximat cu relatia (1), in
care pentru elementul finit oarecare e, functiile de forma au proprietatea,

0, pentrui = j;
N;(X;,Y;) = o 20
R {1, pentrui = j (20)

si adoptand, conform metodei Galerkin, functiile pondere wi=N;j, forma integrala (19) devine

[0, Jdxdy — j f, [N Jaxdy + [ £5[N; Jaxdy = o, 1)

s0cs,
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culi,j =1, 2, ..., p. Conditiile limita se considerd in aceastd relatie prin varianta Neuman (a. = 0).

In forma sintetica, relatia (21), care reprezinta modelul numeric echivalent al elementului finit, se poate
scrie sub forma ecuatiei elementului finit e ([k°] [d] = [9]), in care

kel=| ( i N jdxdy (22)

x ox ayay

este, matricea de rigiditate a elementului finit, iar

o= [ [N Jaxdy — [ £ [N Joxdy (23)

A® scs,

este matricea termenilor liberi. Expresiile (22) si (23) se pot calcula pentru toate elementele finite ale structurii.
Prin asamblarea matricelor de rigiditate si a matricelor termenilor liberi, se obtine modelul numeric al
problemei cu forma data de relatia (2).
Pentru evidentierea la nivel de detaliu a etapelor algoritmului metodei reziduurilor ponderate, in
capitolele urmatoare se vor prezenta aplicatii ingineresti concrete.



