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MEF-T.5.2.1 INTRODUCERE

Abordarea variationald in vederea modeldrii numerice cu elemente finite presupune cunoasterea
functionalei specifice fenomenului fizic al problemei. Determinarea functionalei poate fi realizatd pe doua cai:
prima — plecand de la ecuatiile diferentiale care modeleaza fenomenul analizat si a doua — plecand de la
teoremele energetice care guverneaza fenomenul.

MEF-T.5.2.2 ASPECTE PRIVIND OBTINEREA FUNCTIONALELOR

Obtinerea unei functionale, plecand de la ecuatiile diferentiale pe domeniul V si conditiilor initiale si/sau
limita, presupune cautarea unei integrale I(¢) a carei variatie de ordinul intai, in raport cu ¢, sa respecte conditia

51(#) =0, 1)

adicd sd aiba extrem sau sa fie stationard. Pornind de la expresia

[6¢(L(g)+ 1, )dV =0, @)
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prin transformari, de reguld integrand prin parti, se poate obtine relatia

5[ (L (g)+1,)dV =0, ©)

in care L” si f'v sunt operatori, obtinuti in urma transformarilor pe baza operatorilor originali L si, respectiv, fi.
Comparand relatiile (1) si (3), rezulta

1(¢)=] (L*(¢)+ fv*)dv. (4)

Nu exista reguli generale pentru obtinerea functionalei pornind de la ecuatiile
guvernatoare.

In cele ce urmeaza se exemplifica algoritmul de mai sus pentru cazul ecuatiei
cu derivate partiale de tip Poisson
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pe domeniul V (fig. 1), cu conditiile limita de tip Dirichlet



$=¢s, (6)
pentru S = S; si, respectiv, de tip Cauchy

%+a¢: fs, (7)

pentru S = S,. Daca a = 0, conditiile limita se numesc de tip neuman. Aceasta ecuatie se intalneste in aplicatiile
tehnice pentru modelarea fenomenelor fizice care apar la torsiunea barelor prismatice, la transmiterea caldurii
etc.

Comparand ecuatiile de guvernare de mai sus, Cu forma generald, rezultd urmatoarele forme pentru
operatorii diferentiali:
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Forma integrala caracteristica ecuatiei Poisson, conform relatiei (2), este
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unde ¢ este o functie de clasa C?, care satisface conditiile limit (6) si (7).
Dupa integrarea prin parti a expresiei (9), tinand cont de proprietatile (1.133), rezulta

j(_a(a‘i¢)f_af+—a(a‘i¢)%+a¢fv]dv + [5¢(ap—fs)dS=0, (10)
v S
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Reaplicand proprietatile operatiilor variationale, aceasta expresie se poate scrie sub forma,
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care reprezinta functionala corespunzatoare ecuatiei Poisson.

Obtinerea functionalei caracteristice, corespunzdtoare unui fenomen fizic, se poate realiza si fara
cunoasterea ecuatiilor diferentiale, folosind teoremele energetice. In mecanica structurilor, functionala
reprezinta energia potentiald totald a sistemului.

Din analiza mai multor tipuri de fenomene fizice se contata ca nu se pot stabili reguli generale pentru
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caracteristice §i deci nu se poate aplica metoda variationala pentru obtinerea modelului numeric.

MEF-T.5.2.3 ALGORITMUL GENERAL DE DEZVOLTARE A MODELELOR
NUMERICE CU METODA VARIATIONALA

Formularea variationald, folosita in scopul obtinerii unor solutii aproximative a modelelor analitice, a fost
utilizata inainte de dezvoltarea MEF, de metoda Rayleigh-Ritz. Principiul acestei metode se aplica si in cazul
MEF, dar nu pentru intregul domeniu al problemei ci pentru fiecare subdomeniu (element finit) al acestuia.

Pentru un element finit al domeniului, functionala (4) se poate exprima astfel,



1° () =1°(4.(4,)). (12)

unde ¢j, cuj =1, 2,..., p, sunt parametri fizici nodali (grade de libertate) al elementului finit e i ¢a(¢;) — functia
de aproximare a cAmpului descris de functia ¢.

Principiul variational, aplicat elementului finit, permite determinarea dintre toate functiile admisibile ¢,
care satisfac ecuatiile de guvernare pe domeniul V°® si conditiile limitd, a acelor functii care fac stationari
functionala, prin relatia

P Ol¢ (.
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Deoarece variatiile 3¢; sunt nenule, din (13) rezulta sistemul de ecuatii algebrice

(%)
0,

care se mai poate scrie si sub forma
[ ]l )=o) (15)

cu: [K’] - matricea de ordinul p, numita matrice de rigiditate a elementului finit; [ ¢° |=[ ¢ ¢,...4, ]T - matricea

=0, (14)

necunoscutelor corespunzitoare gradelor de libertate nodale ale elementului finit; [q ] — matricea termenilor
liberi. Deoarece MEF a fost aplicata practic, prima datd pentru probleme de mecanica solidului deformabil,
denumirea de matrice de rigiditate s-a consacrat si pentru alte tipuri de probleme. Sistemul de ecuatii algebrice
(15) reprezinta modelul numeric care sintetizeaza comportarea elementului finit.

Tinand cont cd suma volumelor V°® ale celor m elemente finite este egald cu volumul V al domeniului
problemei si deci si suma integralelor de forma (4), pentru elementele finite, este egala cu integrala pe volumul
V a sumei integranzilor, functionala Intregului este datd de relatia,

1) =D 1°(4,). (16)

in care, ¢j cui= 1, 2,..., n, sunt necunoscutele nodale corespunzatoare domeniului problemei.
Similar, ca in cazul elementului finit, aplicand principiul variational functionalei (16), rezulta sistemul
algebric (modelul numeric) al problemei,

), (17)

care se mai poate scrie si sub forma,
[K][®]=[Q]. (18)

cu: [K] — matricea de rigiditate a structurii; [®]=[4 ¢2...¢n]T - matricea necunoscutelor corespunzitoare

gradelor de libertate nodale ale problemei; [Q] — matricea termenilor liberi, de asemenea corespunzatori
gradelor de libertate nodale.

Matricele [K] si [Q] se pot obtine si prin asamblarea matricelor elementelor finite [k°] si [q°], procedeu
care presupune insumarea elementelor acestor matrice tinand cont de gradele de libertate si nodurile comune
elementelor finite adiacente.

Deoarece din punct de vedere formal algoritmul de mai sus este diferit de la 0 problema la alta, in
capitolele urmatoare se vor prezenta exemple concrete din domeniul structurilor mecanice elastice.

3



Metoda variationald de obtinere a modelului numeric al elementului finit, din punctul de vedere al
solutionarii aproximative a modelului real al problemei, prezintd insd urmatoarele avantaje [Banet, 1981;
Grandin, 1986]:

- functionala contine derivate de ordin inferior celor din modelul analitic bazat pe ecuatii diferentiale si,

in consecintd, poate folosi o clasd de functii mai larga pentru aproximare;

- problema poate admite doua variationale complementare (una care conduce la maxim si cealalta la

minim), astfel rezultand marginile domeniului de aproximare a solutiei;

- demonstrarea existentei unei solutii este uneori mai facila.

Problemele de analiza statica a structurilor mecanice deformabile se pot rezolva cu MEF pornind de la
teoremele (principiile) variationale energetice, dintre care cele mai utilizate sunt: teorema energiei potentiale
minime, exprimata in functie de deplaséri; teorema energiei complementare minime, exprimatd in functie de
tensiuni si teorema Hellinger-Reissner, exprimata in functie de deplasari si tensiuni (formulare mixta).



