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MEF-T.5.1.1 INTRODUCERE

Modele matematice asociate fenomenelor fizice de rezolvat, contin o functie necunoscuta, ¢(x), pentru
probleme unidimensionale, ¢(X, y), pentru probleme bidimensionale sau ¢(x, y, z), pentru probleme
tridimensionale. Aceasta functie defineste la un moment dat modul de variatie al uni parametru fizic necunoscut
in raport cu coordonatele X, y, z ale punctelor domeniului problemei de rezolvat. Pentru multe probleme
practice este imposibila determinarea solutiei exacte, a expresiei explicite pentru ¢, care sa satisfaca simultan
ecuatiile diferentiale guvernatoare si conditiile initiale si limita. In aceste cazuri este posibila gisirea unei solutii
aproximative, care sa satisfacd cu abateri controlate ecuatiile guvernatoare si conditiile initiale si limita.

MEF-T.5.2.2 METODE DE APROXIMARE A MODELELOR DIFERENTIALE

Rezolvarea aproximativa a modelului matematic general, folosind MEF, presupune cateva precizari legate
de metodele aproximative de rezolvare a ecuatiilor diferentiale.

Algoritmul de determinare a solutiilor aproximative ale modelului matematic poate avea la baza procedeul
solutiei de incercare CU urmitoarele trei etape principale:

a. Constructia (intocmirea) solutiei de incercare. Aceasta etapa presupune conceperea, pentru modelul
matematic, a unei solutii aproximative, de forma,

2 (X) = 0, () + 8,0, (X) + 8,0, (X) +... + 8,0, (%), (1)

unde x reprezinta variabila independentd. Functiile @o(X), @1(X),..., @n(X) sunt functii liniar independente,
cunoscute, numite functii de incercare [Burnett, 1985]. Expresiile acestor functii trebuie sa fie cat se poate de
simple, in vederea evaluarii si prelucrarii usoare. Frecvent se intalnesc expresii polinomiale sau trigonometrice.
Coeficientii ay, ay, ..., a, sunt parametri necunoscuti, de regula numiti coordonate generalizate.

b. Aplicarea unui criteriu de optimizare. Scopul acestei etape este determinarea valorilor parametrilor
ai, az,..., an, astfel incat abaterile solutiei aproximative propusa, fatd de solutia exacta, sa fie minime. In acest
sens, exista doua grupe de criterii de optimizare:

i. Metodele reziduurilor ponderate, care realizeaza minimizarea abaterilor solutiei aproximative pornind
de la ecuatiile diferentiale; in acest scop, in practica se intdlnesc frecvent metodele: colocatiei, subdomeniului,
celor mai mici patrate si metoda Galerkin.

In cazul ultimei metode, pentru minimizarea abaterilor se impune ca pentru fiecare parametru a; ponderea
medie a reziduului, R(X, a;), pe intreg domeniul variabilei independente [x1, X»], s@ fie nula. Functiile pondere
sunt chiar functiile de incercare @j(x) asociate parametrilor a;. Astfel, sub forma matematica metoda Galerkin
presupune rezolvarea sistemului de ecuatii:
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Avand in vedere faptul cd aceastd metoda este folositd si de MEF, aplicarea efectiva a acesteia Sse va
exemplifica in capitolul .....

ii. Metoda variationala Rayleigh-Ritz este aplicata fenomenelor fizice pentru care se poate determina o
functionala (functie de alte functii). De exemplu, in cazul structurilor mecanice elastice, functionala este
energia potentiald totald. Aceastd metodd urmareste sd realizeze extremul functionalei, in care functia
necunoscuta este Tnlocuitd cu solutia de incercare (aproximativa). Pentru sugestivitate, se considera exemplul
functionalei de forma,

1= [ %000, 22 Jox ©

in conditii limita date. Inlocuind in relatia (3) functia necunoscuti ¢(x) cu solutia de incercare da(x), datd de
relatia (1), se obtine relatia

= T f(X, Po (X) + gai ?; (X), awao)f)() + iai a(DI (X)de, (4)
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care dupa integrare ia forma
[1=T1l(a,,a,,..,a,). (5)
Conditia matematica de extrem a functionalei
dI1=0, (6)
pentru forma data de relatia (5), este

@dal+mdal+...+@dan =0. (7)
o0a, oa, oa

n
Deoarece parametrii az, a,, ..., a, sunt independenti, nenuli, rezulta sistemul de ecuatii
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Astfel, in urma rezolvarii acestui sistem de ecuatii liniare, se obtin parametrii a;, cu i =1, 2,..., n si deci solutia
aproximativa a problemei de rezolvat.
Metodele Rayleigh-Ritz si Galerkin conduc intotdeauna la solutii identice, cand se folosesc aceleasi functii de
incercare [Forray, 1975].
c. Calculul preciziei. Precizia de aproximare a solutiei de incercare fata de solutia exactid se poate
cuantifica cu ajutorul erorii E(x), data de relatia,

E(X)=0(x)-0,(x). 9)

Pentru calculul si estimarea erorilor sunt posibile mai multe metode, asupra carora, datoritd complexitatii, nu se
va insista in cadrul acestei lucrari.

Algoritmul de rezolvare a modelului matematic, avand la baza cele trei etape de mai sus, este prezentat in
fig. 1. daca eroarea de aproximare a solutiei exacte este mai mare decat cea acceptabild, este necesara
intoarcerea la prima etapa si construirea unei solutii de incercare, cu alte functii de Incercare si cu un numar mai
mare de coordonate generalizate. Calea cea mai usoara de micsorare a erorii se poate realiza prin adaugarea la
solutia de incercare, prin combinare liniara, de noi functii de incercare.



Deci, metodele aproximative de rezolvare a modelului matematic asociat
unui sistem fizic transforma modelul guvernat de ecuatii diferentiale, de regula
nerezolvabil pentru cazul general, intr-un model aproximativ echivalent,
rezolvabil algebric.

MEF este, de asemenea, o metoda aproximativa de rezolvare a ecuatiilor
diferentiale, dar spre deosebire de metodele prezentate mai sus solutia de
incercare (aproximativa) nu se considerd pentru intreg domeniul problemei ci
succesiv pentru subdomenii (elemente finite) ale domeniului problemei. Deci,
preliminar este necesara operatia de discretizare a domeniului problemei. Solutia
de incercare are la baza, de regula, combinatii liniare de polinoame cu
proprietati speciale pe frontiera elementului finit, care confera avantaje de
calcul, in cazul lucrului cu mai multe elemente finite.

Sistemele de ecuatii obtinute pentru elementele finite ale domeniului pot fi
combinate in vederea obtinerii sistemului de ecuatii liniare, corespunzatoare
intregului domeniu al problemei.
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