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MEF-T.4.2.1 INTRODUCERE

Metoda elementelor finite este 0 metoda aproximativa, care presupune atat aproximarea, prin
discretizare a domeniului problemei, cat si aproximarea campului parametrului fizic, necunoscut. Dimensiunile
elementelor finite si numarul acestora trebuie alese astfel incat sa se obtind o diferentd (eroare) minima intre
solutia aproximativa ¢, si cea exactd ¢ a problemei date. Procesul apropierii de solutia exactd cu cresterea

numarului de elemente finite se numeste convergenta. La limitd, daca elementele finite devin infinit de mici,
s-ar obfine solufia exacta. Apropierea de solutia exactd se poate

face prin valori superioare sau valori inferioare valorii exacte (fig. ,
1). Se observa ca exista un anumit numar de elemente finite, N, o
dincolo de care madrirea numarului acestora nu realizeaza o
crestere semnificativa a convergentei, care sa justifice efortul de
calcul suplimentar. Existd o margine superioara M, sau 0 margine
inferioara m, a solutiei spre care tinde procesul de convergenta.

In plus, procesul de convergentd este influentat si de
functiile de aproximare a campului parametrului fizic, atasate
elementului finit ales. Pentru ca procesul de convergenta sa
devina riguros, functiile de aproximare a campului parametrului
fizic trebuie sa satisfacd urmatoarele cerinfe: continuitate,
compatibilitate  (conformitate), complinire, invarianta si
transformabilitate.

Numir de
elemente

MEF-T.4.2.2 CONTINUITATEA

Continuitatea functiilor de aproximare asigura variatii line ale campului parametrului fizic necunoscut,
in interiorul si pe frontiera domeniului elementului finit. Functia de interpolare trebuie astfel aleasa incat printr-
o adoptare adecvata a parametrilor fizici nodali ([ ¢ ]), s@ se poata obtine valori constante ale parametrului fizic

si derivatelor acestuia, care apar in expresia functionalei, atunci cdnd dimensiunile elementului finit tind la zero
[Munteanu, 1979].

Functiile de aproximare polinomiale, analizate in acest capitol si in capitolul precedent, satisfac
conditiile de continuitate in orice punct din interiorul elementului finit.

De importantd deosebitd pentru procesul de convergentd al metodei este continuitatea functiilor de
aproximare pe frontierele domeniilor elementelor finite. Convergenta MEF este asigurata daca functia de
aproximare si toate derivatele acesteia, pana la cele cu un ordin mai mic decat cel mai mare ordin care apare in
functionala problemei, sunt continue la traversarea granitelor dintre elemente.

Continuitatea functiei de aproximare in zonele de frontiera dintre elementele finite se apreciaza prin
clasa de continuitate a functiei respective. Se considerd functia de aproximare apartine clasei m, notati cu C",
daca functia si derivatele acesteia pana la ordinul m sunt continue.



Functia de aproximare

reprezentatd in fig. 2 apartine clasei C°, 3D, ()

deoarece respectd continuitatea functiei ax A0,

in nodurile de legaturd ale elementelor e

finite si derivata de ordinul intdi a

acesteia este discontinua. In fig. 3 este Al . 5

reprezentatd  grafic o functie de
aproximare de clasa C', cu respectarea
continuitdtii in zona interelementard a —
functiei si derivatei Intai a acesteia.

Din punct de vedere al clasei de
continuitate, convergenta este mai rapida
cu cat clasa de continuitate este mai mare. Aceasta se realizeaza
cu pretul complicarii elementului finit si cresterii numarului de
necunoscute nodale ale elementului finit.

Adoptarea clasei de continuitate adecvatd pentru
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problema de rezolvat se realizeaza, de reguld, luadnd in
considerare particularitatile concrete ale problemei. De
exemplu, daca elementul finit folosit pentru rezolvarea unei @,
proleme de teoria elasticitatii este conceput ca in noduri sa aiba

functiile de aproximare a deplasarilor (parametrului fizic) u, v

si w s apartina clasei C°. In cazul in care structura are si rotatii
nodale (placi sau bare solicitate la Incovoiere), este necesar ca
si derivatele deplasarilor sd fie continue, deci functiile de
aproximare sd apartini clasei C' de aproximare a deplasarilor
(parametrul fizic) u, v si w sa apartind C°. In cazul in care

numai grade de libertate de translatie, atunci este suficient ca /

structura are si rotatii nodale (placi sau bare solicitate la

incovoiere), este necesar ca si derivatele deplasarilor sa fie °®,
continue, deci functiile de aproximare sa apartin clasei C". gE2
MEF-T.4.2.3 COMPATIBILITATEA el
(CONFORMITATEA) I
Elementele finite adiacente din interiorul domeniului unei Fig. 3

probleme de rezolvat trebuie sa fie compatibile. Aceasta

implicd ca in timpul modificdrii domeniului problemei, consecintd a
evolutiei fenomenelor fizice, elementele finite trebuie sa ramana solidare
de-a lungul frontierei comune fara a se separa, a se crea discontinuitati sau a
se produce escaladarea domeniului elementului vecin. In cazul domeniilor
de tip linie, aceastd cerin{d este realizabild, deoarece elementele finite
unidimensionale au ca frontierd punctele nodale. Compatibilitatea este mai
greu de realizat in cadrul elementelor finite bidimensionale sau
tridimensionale, cand frontiera dintre clementele finite adiacente este
reprezentata de linii nodale si, respectiv, suprafete nodale. Pentru a satisface
cerinta de compatibilitate, elementele finite adiacente trebuie sd aiba pe
suprafata sau linia nodald comuna aceleasi coordonate pentru noduri, acelasi
numar §i valori pentru parametrii fizici necunoscuti (grade de libertate) si
aceleasi functii de aproximare a campurilor parametrilor fizici necunoscuti. Fig. 4
Mai mult, pe frontiera comund valorile functiilor de aproximare trebuie sa

fie dependente numai de necunoscutele asociate nodurilor de pe acea

frontiera. In fig. 4 se prezinti exemple de elemente finite compatibile (fig. 4,

a) si incompatibile (fig. 4, b).




MEF-T.4.2.4 COMPLINIREA

O functie de aproximare de tip polinomiala de gradul p este completd daca contine toate puterile de la zero
(termenul constant) pana la p inclusiv. De exemplu, functia de aproximare cubica este completd daca are zece
termeni si are forma,

¢a(§777):a'1 +a2§+a377+a4§2 +ag 77+a5772 +a7§277+a8 772 +a9§3 +a10773 (1)

Renuntarea la doi termini, de ex. £° siin 7*, se face in scopul realizirii unui element finit patratic (parabolic),
care permite obtinerea unor functii de forma cu expresii simplificate. Problema care se pune in acest caz este de
a se gasi cei mai potrivifi termeni de eliminat, astfel incat convergenta sa fie mai rapida. Din cele 45 de variante
posibile, se preferd 6 variante, care presupun eliminarea a unei perechi de termeni din ultimii patru. Este
recomandabil sa se elimine termenii simetrici, astfel incét influenta celor doua coordonate asupra parametrului
fizic aproximat sa fie egala, realizandu-se in acest fel i proprietatea care va fi analizatd in continuare.

MEF-T.4.25 INVARIANTA

Proprietatea elementului finit de a avea aceiasi stare modificata (deformatd), indiferent de orientarea axelor
locale in raport de care aceasta modificare este formulatd, se numeste invariantd geometricd Sau izotropie
geometricd. Aceastd proprietate este cerutd de faptul cd modelarea se realizeazd folosind un sistem de
coordonate global cu orientare spatiala fixa, la care se raporteaza intrarile in sistem si fiecare element finit are
propria orientare (sistemul de coordonate local), care se modifica de la un element finit la altul.

Realizarea invariantei se poate obtine prin alegerea adecvatd a termenilor de eliminat din functia de
aproximatie completd, pentru realizarea functiei de aproximare cu numarul de termeni in corespondentd cu
numarul de grade de libertate (necunoscute), corespunzatoare elementului finit considerat. Astfel, in cazul

functiei de aproximare (1), se putea opta pentru unul din termenii £?,n% sau & . Se poate alege varianta de
eliminare a termenilor in &2si n?, deoarece functia de aproximare cu termenul in &7 nu favorizeazi prin
transformari, modificarea (deformatia) pe nici una din cele doua directii ¢ sau n. Daca s-ar fi optat pentru
mentinerea termenului &2 sau n?, in locul termenului in & ar fi fost favorizate, din punct de vedere precizie,
elementele matriceale asociate directiei & respectivy .

MEF-T.4.2.6 TRANSFORMABILITATEA

In cadrul modelarilor prezentate, apare frecvent problema coexistentei a doud sisteme de coordonate de
referintd, sistemul de coordonate local, asociat de obicei elementelor finite, fatd de care se exprima functiile de
forma N; si sistemul de coordonate global, fata de care se definesc variabilele de cAmp ce trebuie determinate
aproximativ. In general, pentru calculul expresiilor corespunzitoare elementelor finite, dupa cum se va vedea in
capitolele urmatoare, este necesar sa se calculeze termeni de forma,

[ f (qﬁa,a;j(a ,ag;/ade dy, )

Ve

cu V¢ domeniul bidimensional al elementului finit. Functiile de aproximare ¢, sunt descrise, de reguld, in
coordonatele locale é-naturale, cu relatii de forma,

4= N, ©)

unde 7 este numarul necunoscutelor nodale atasate nodurilor elementului finit.
Pentru calculul expresiei (2), este necesar a se exprima derivatele partiale o, / ox,04, / dy si a ariei dA =
dxdy, in functie de coordonatele & si ;. Calculul acestor derivate partiale, date de relatiile:
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ox o ox

(4)
04y _~ N,
o =T oy h

impune determinarea derivatelor éN, /éxsi oN, /dy . Deoarece x = X(&,77) si y = y(&,7), conform modelarii
geometrice, se pot scrie expresiile:
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sau sub forma matriceala
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[4] = (7)
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matricea Jacobi a transformarii de coordonate.
Din ecuatia (6), rezulta
oN, N,
OX 1 8§
=|(J
N, B on | (8)
oy on

Determinarea inversei matricei Jacobi de transformare, [J]™, presupune nesingularitatea acesteia, deci:
9]=0 9)

Existenta matricei [J] ™, pentru fiecare element in parte, arata biunivocitatea transformarilor de coordonate.
Expresia jacobianului este influentatd de tipul elementului de referintd, functia de forma corespunzatoare si
de coordonatele globale ale nodurilor elementului finit oarecare al domeniului. In continuare, se exemplifica
aceste dependente pentru elementul finit unidimensional e din fig. 5.
Folosind elementul de referinta trinodal, in coordonate & -naturale si relatia de transformare, expresia matricei

Jacobi (7) degenereaza si devine

3°(¢)= j—g = (f—éjxi -2, +[5+%ij (10)



Notand xj— Xj = L s1 xk — X; = L/p, cu p > 2, aceasta relatie devine,

J&(&)= L[l—gJﬁ +% (11) Element de referinti
P 1¢-1) 3000 2(D)

00— 00—

Conditia (9), in acest caz, implica T €

—-P
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Deoarece & €[-11], se va urmiri ca expresia din partea
dreapta a conditiei (12) sa ia valori in afara intervalului de
definitie ([-1, 1]). Aceasta situatie apare cand factorul p, care
cuantifica pozitia nodului secundar k intre nodurile primare i si j
(fig. 4.10), respecta conditiile: 2 < p < 4. Dacad p > 4, jacobianul
se anuleaza pentru una din valorile variabilei & din domeniul de
definitie si deci transformarea de coordonate este imposibila. Nj Nk Nj
Astfel, de exemplu, cand p = 8, rezulta &= -2/3. In fig. 6 se 5

prezinta grafic variatiile functiilor de forma pentru acest caz, cand 1 1 1
acestea iau valori inacceptabile pentru valori ale variabilei
independente din domeniul de definitie al acesteia [Burnett, i k j
1985]. .

Frecvent MEF, pentru realizarea de variatii ale variabilelor Fig. 6
dependente in concordanta cu variatiile variabilelor independente
(cresterile, descresterile sunt consecinta a cresterilor, respectiv descresterilor), presupune conditia

Xi L

J¢(&)>0, (13)

pentru & e [-11].

Deci, discretizarea domeniului problemei in elemente finite nu se face intdmplator, ci cu adoptarea pozitiilor
relative adecvate ale nodurilor, in vederea evitarii elementelor finite distorsionate, de exemplu cele din fig. 7, a,
b.

Pentru calculul ariei elementare dxdy, se porneste de la elementul finit plan de grosime constanta h din fig.
8, raportat la cele doua sisteme de coordonate. Volumul elementar in raport cu sistemul de coordonate global se
poate calcula vectorial, ca produs mixt,

dV =(dx i xdy j)h k (14)
sau
0 0 h
dvV=ldx 0 0] =hdxdy (15)
0 dy O

Deoarece x = x(&,1), y =Yy (&,1n) si tinand cont de fig. 8, se poate scrie

dZ = 244+ Va5,

o0& o (16)
a7 X ani + X ar
15, 41 5, 00
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Fig. 7 Fig. 8

Similar, se calculeaza volumul elementar, in functie de dimensiunile raportate la sistemul de coordonate

local,
0 0 h
dv =(déixdzj)h K S—zdg %dg of =h |3 d& dy 17)
OX oy
—dnp —d& 0
on 7 on d
Din relatiile (15) si (17), rezulta
(18)

dxdy=|J| d& dp

Figura 8 permite si interpretarea geometrica a matricei Jacobi de transformare.



