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MEF-T.4.2.1 INTRODUCERE

Rezolvarea diverselor probleme cu MEF impune, pe langa definirea domeniului — anterior tratata — si
modelarea campurilor parametrilor fizici, corespunzitori punctelor frontierei domeniului cat si interiorului
acestuia.

Parametrii fizici cunoscuti/necunoscuti pot fi marimi scalare (temperaturi, concentratii etc.) sau marimi
vectoriale (deplasari, presiuni, viteze etc.).

Campurile parametrilor fizici sunt, de reguld, continue, cu 0 infinitate de valori necunoscute. Pentru
rezolvarea numerica a problemei cu MEF se considera un numar finit de valori necunoscute ale parametrului
sau parametrilor. Acestea corespund punctelor nodale obtinute in urma discretizarii domeniului problemei.
Valorile necunoscutei corespunzatoare punctelor (nenodale) din interiorul elementului finit se determina in
functie de valorile nodale necunoscute, folosind, de asemenea, functiile de interpolare (aproximare). In
continuare, se prezintd aspecte legate de functiile de interpolare (aproximare) a parametrilor fizici necunoscuti,
in corespondenta cu modelarea geometrica.

MEF-T.4.2.2 MODELAREA PARAMETRILOR FIZICI MONOVARIABILI

In cazul problemei din fig. 1, cu domeniul unidimensional de tip linie, parametrul fizic necunoscut ¢(x) se
poate aproxima pe subdomenii (elemente finite), prin functia liniard

0y (X) =2, +a,X. (1)
Coeficientii (coordonatele generalizate) a; si ap sunt necunoscuti.

Particularizand relatia (4.10) cu valorile corespunzdtoare nodurilor elementului finit e, rezulta sistemul de
ecuatii:

{‘bi =a; +a,X;j, @)

¢j:a1+a2xj,

in care: ¢; si ¢j reprezintd valorile nodale necunoscute ale parametrului fizic; x; j — coordonatele nodale ale
elementului finit e. rezolvand acest sistem in raport cu necunoscutele a; » si apoi inlocuindu-le in (1), rezulta

0, (X)=N; (X) 9 +N;(X)9;, (3)
unde,

X:—X X=X
J ' Nj(X)= i

N; (X) = (4)
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Fig. 1

sunt functiile de forma, corespunzatoare elementului finit respectiv.
Se observa ca functiile de forma date de relatiile (4) respecta conditiile de interpolabilitate de tip Lagrange.
Relatia (3) se poate scrie si sub urmatoarea forma matriceala,

¢, () =[N(0][¢], (5)
unde,
[INCOT= [N () N ()], (6)

reprezintd matricea functiilor de forma si

[¢]=m, (7)

matricea necunoscutelor nodale.

Determinarea valorilor intermediare ale parametrului necunoscut, in urma obtinerii necunoscutelor nodale
di, cui=1, 2, ..., n, se realizeaza folosind succesiv relatia (5), pentru toate elementele finite ale domeniului
problemei. Se observa ca matricea functiilor de forma se modifica de la un element finit la celdlalt, ceea ce
implica un volum marit de operatii de calcul si programare greoaie. Pentru micsorarea efectelor acestor

~

dezavantaje, se pot folosi elemente finite de tip ,,parinte”, in coordonate locale normalizate (fig. 1) sau generale
(fig. 1).

Aproximarea functiei parametrului fizic necunoscut, ca si aproximarea functiei de descriere a domeniului
geometric, se pot realiza respectand diferite grade de compatibilitate (continuitate) interelemente. Exista situatii
practice (incovoierea barelor sau a placilor) cand este necesar ca functia de aproximare sa fie clasa C* sau mai
mare, adica sa fie continua si la nivelul derivatelor. Pentru elementul finit de referinta, raportata la sistemul de
coordonate local Ox din fig. 1, in vederea modelarii (aproximarii) parametrului ¢ in raport cu valorile nodale ¢;,
j s1 ¢’ j (derivata in raport variabila locald x;), se considerd functia de aproximare (de clasa Cl) si derivata
acesteia cu formele:

@, =Co +C,X, +C, X7 +C X, (8)
@', =C,+2C,% +3C,X . 9)

Prin particularizarea relatiilor (8) si (9), CU ¢a = ¢i, ’a = ¢, pentru x;=0 si da = ¢j, ¢’a = ¢’j, pentru x; = |, se
obtine sistemul de ecuatii:



CO=¢i1
C, +¢l+c,
C1:¢i’

,
C, +2¢,1 +3¢,1° = ¢,

I© +c,l :¢j, (10)

ale carei solutii inlocuite in (8) conduce la o expresie de forma,
¢.00=[NO)le], (12)

in care:

A=l.4.0,0,] (12)
este matricea necunoscutelor nodale;
[INGOT= [N (O N (%) N (%) N (%) (13)

matricea functiilor de forma, cu expresiile:

N, == (2x3 — 32 +12) NY = 2 (x, 1),
|2 N w
N, —I—'2(2x, 1) N =21 (x, 1),

J I 2
Modelarea variatiei parametrului ¢, pe intreg domeniul, discretizat in m elemente finale, se realizeaza
aplicand succesiv relatia (11) cu luarea in considerare a relatiilor (12) si (14), in care: i =1, 2,..., n-1; j = i+1; X
e [0,1]; I=x;—

Functia liniara de aproximare a parametrului fizic ¢, considerand elementul finit ,,parinte” in coordonate & -
naturale din fig. 1, este

9. () =8 + 8,6, (15)

Aplicand acelasi algoritm ca in cazul folosirii functiei de aproximare (1), cu deosebire ca variabila x =  si
coordonatele x; = -1 si x; = 1, relatia (15) devine (v. (13) si (14))

9.(5) = Ni ()4 + N ()4, (16)

Cu,

N, (&) = —a &) Nj(&) == @+§) (17)

functiile de forma corespunzatoare elementului finit ,,parinte”. Sintetic, relatia (16) se mai poate scrie si sub
forma

#.(&) =[N(&)][¢], (18)

in care matricea functiilor de forma este

[IN©]=|N(ON; (@) |. (19)



Functiile de forma (17) si interpretarile geometrice ale
acestora sunt aceleasi ca la modelarea geometrica. Astfel, £
functiile de forma din matricea (19), folosita pentru descrierea gE=1
campului parametrului fizic, sunt aceleasi cu functiile de forma
din matricea de descriere geometrici a domeniului elementului £=0
finit. In acest caz elementul finit se numeste izoparametric.

Sunt situatii practice de interpolare cand se preferd ca
geometria elementului finit sa fie reprezentatd prin functii de
interpolare de ordin inferior functiilor de interpolare care
descriu campul parametrului fizic necunoscut. De exemplu, in
cazul elementului finit e din fig. 2, pentru descrierea
geometricd se folosesc functii de forma liniare si pentru
descrierea campului parametrului fizic se folosesc functii de — © =9
forma neliniare, patratice. Astfel, functiile de forma pentru © itx;) k(x0) ixj) X
modelarea geometrica sunt de ordin inferior celor pentru 2 @
modelarea campului parametrului fizic. Elementul finit asociat |
acestui tip de modelare se numeste subparametric. /

Exista posibilitatea obtinerii de elemente finite o'
supraparametrice care au geometria descrisa cu ajutorul
functiilor de forma de ordin superior functiilor de forma care
descriy campul parametrului fizic. Fig. 2

In unele probleme complexe cu mai mulfi parametrii
fizici, acelasi element finit poate fi izoparametric in raport cu un anumit parametru si subparametric sau
supraparametric n raport cu ceilalti. Aceasta situatie se intalneste, de exemplu, la rezolvarea problemelor de
analiza fenomenelor fizice din mediile fluide.

MEF-T.4.2.3 MODELAREA PARAMETRILOR FIZICI BIVARIABILI
Domeniul problemei din fig. 3, suprafata plana D, se discretizeaza cu elemente finite de tip patrulater

liniar. Pentru determinarea campului parametrului necunoscut, ¢(x, y), in functie de valorile nodale ¢i, ¢j, ¢x, ¢,
se considerd functia de aproximare

0, (X, y) =2, +a,X+agy+a,xy, (20)
corespunzatoare elementului finit oarecare e, raportat la sistemul de coordonate cartezian, global sau
(0 (Eﬂ]) =3 +a,E+agn+a,n, (21)

corespunzatoare elementului finit ,,parinte”, in coordonate & - naturale.
Rezolvarea sistemului

a; +a,X; +agy; +aXy; =9;,

a; +a,Xy +agYy +a XYy =0y,
a; +a,X +agy| +a,xy, = ¢y,

(22)

obtinut in urma particularizarii relatiei (20), pentru coordonatele si valorile nodale, in raport cu necunoscutele
ai, 1 =1, 2, 3, 4 si inlocuirea acestora in (20), conduce la relatia

b (x.y) =[N(xy) J[6] (23)

in care matricea functiilor de forma



[N(xy)]=[ N N; NN, |, (24)

cu functiile de forma

N = N; (XY X0 Vi X3 V5 X Yio X i),
NG = N (6 Y2 X0 Y X3 Vi X Yio X0 i ),
N, = Nk(X,y,Xi’yi’Xj,Yjan)’k’Xl’yl)'
N, = Nl(X,y,Xi,yi,Xjaylek’yk’XI'yl)

(25)

si matricea necunoscutelor nodale ale
elementului finit

n
T 4(-1,1) 3(1,1) O(x, o)
[6]=[: 6011 | - (26) « " (%)
Functiile de forma (25), in forma
explicita, sunt prezentate in fig. 4. ¢
De asemenea, in urma rezolvarii 1GLA1)  2(EL=1)

sistemului:

a;—a, —az+a, =,
a+a,+az+a, =0,

a;—a,+ag—a, =¢,

obtinut prin particularizarea relatiei
(21), cu valorile nodale  dijk
corespunzatoare coordonatelor nodurilor
elementului finit ,,parinte”, in raport cu
necunoscutele a, i = 1, 2, 3, 4 si
inlocuirii acestora in (21), rezulta relatia

¢ (&m)=[N(gn)][o].  (28)
in care matricea functiilor de forma este
[N(&mn)]=[Ni(&n) N, (&) Ny (&) N4 (g )], (29)

cu functiile de forma,
N, (8m) =3 (2-8)(1-n).
N, (&)= (L+2)(1-n), o
Ny (&) =5 (1+E) (L+n),

N, (&) =4(1-8)(L+n)



si matricea valorilor nodale necunoscute, [¢], de forma (26). Aceste functii de forma se pot obtine si prin
particularizarile in relatiile (25), explicitate n anexa 2, pentru: X; =-1,y1 =-1, X2 =1,y =-1, X3 =1, y3 =1, X4

=-Lys=1,x=8&siy=n.

Si in acest ultim caz se evidentiaza simplitatea obtinerii functiilor de forma, care au la baza elementul
finit ,,parinte”, in coordonate naturale. Aceasta, pe langd alte avantaje, care vor fi prezentate in capitolele
urmatoare, justifica folosirea frecventa in cadrul MEF a elementelor finite de referintd raportate la sisteme de
coordonate naturale.

De asemenea, si 1n acest caz al problemelor cu domenii de tip suprafatd , se poate analiza, similar ca in
cazul precedent (probleme cu domenii de tip linie), legatura dintre functiile de forma folosite pentru modelarea
geometrica si pentru modelarea campului parametrului fizic. De exemplu, elementul finit din fig. 3, este
izoparametric, deoarece atat pentru modelarea geometrica, cat si pentru modelarea campului parametrului fizic,
se folosesc aceleasi functii de forma.

Sirul exemplificarilor legate de modelarea campului parametrului fizic poate continua atat in directia
diversificarii tipului problemei (volume), cat si in directia diversificarii functiilor de aproximare adoptate.
Deoarece exemplificarile in directiile amintite nu ar aduce elemente noi din punct de vedere principial, in
continuare se vor prezenta aspecte legate de proprietatile, alegerea si cerintele functiilor de aproximare.

N = - Yy Ky Xy Yyt By Yy X YT ¥ ¥y X Vet Y By Xy YU Xy ¥y Xy Vot X ¥y Xy ¥y
i ™
S YRy Yy YL Xy ¥y TYy R Ve YV, Y VYK Y, T Y X Y
E
Hy Ky Yy T Yy Ry PR X Y, Ty XY, TX K Y, TR H Yy
N
Ky ¥ ~ ¥ ¥ T %X ¥y — X ¥ T Yy vV
N
- Y, B B, Vit Ry ¥y Ky ViT By ¥ K Vit Y X X VT Xy Ve By YooY Ry Y ¥y Y
3 ™ N
._YAxin_Yj.XiYk.“PYiXkYk+YIXlYk—Y1xkyk-yilelX+
N
Ky XKy ¥y TOXy Yy Ry O X, Y bR, X, ¥, bR Xy Yy b e Yy
0 -
-, ¥ PV X T XY vE, Y Y, ¥V T YL F
N
N.= Y3 % X, ¥yt X ¥V, Ry Yy X Y Ry ¥i*¥ ¥V ¥y ¥ Y- X ¥V K YT ¥ ¥y Ry Ve
x ™ ;
¥y ¥y Yo — ¥ X ¥ TV K Yy TY; X Yt Yy X Y, YY N Y,
N
M) Ky Yy — K Yy Xy —X, X Y, UKy X Y, v R K Y bR K Y
N
- Xy Y, YV, Xy v X, ¥V, YR, Yy TR ¥y Y, ¥
N
- YL My By Vet X ¥y Xy YUK, Y X, Vit Yy Ry Hyp VT By Vi Xy Vit X, Vi Xy Yy
N
- Yy XK, ¥, YV R Ve vV X Y Y R Yy T Ve By ¥y Y B Vi
N
Xy X ¥y T Xy Y Xy T My ¥y Yy TRy X ¥y YRR Y fR R Y
N
- Ry, ¥y FY, Xy F X ¥V TR Yy TR Y v Yy ¥
N

o+

y+

-9
k
R

Y +

x ¥,

X +

¥y o+

® ¥V,

®x +

Yy F

=Y,

cu
N =X, ¥y % ¥;™ B, ¥; ¥ V1~ ¥ ¥ Xy V¥ X ¥y &) Ya~ Xy Yo ¥y Y PR, ¥, X, ¥t
Y, M) Xy Vo XK, ¥y By Yoo B Yy My Yot My ¥ X YV Xy ¥ By Vit Xy Vi &y ¥
-y ¥y My Yyt Xy YV X, YT X Ve ¥y YViT XL ¥y ¥R ¥y X Vit R Yy R YVt

TR, ¥y Ry ¥t Xy YV Xy Vot XV K VP H Yy ¥y YT X Yy Xy ¥iT X Y ¥ Y k.

Fig. 4



