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MEF-T.3.3.1 INTRODUCERE

Modelarea geometrica a suprafetelor urmareste descrierea domeniilor reale cu o dimensiune mult mai
mica decat celelalte doua si a frontierelor domeniilor de tip volum.

MEF-T.3.3.2 MODELAREA GEOMETRICA A DOMENIILOR DE TIP
SUPRAFATA

Domeniul de tip suprafata, D, din
fig. 1, se poate discretiza considerand m
elemente finite bidimensionale de tip n _
patrulater, obtinute prin unirea cu linii 1,1 5 —_pm
drepte a celor n noduri ale domeniului. A :
Corespunzator acestui tip de element
finit, se utilizeazd pentru modelare un
element finit ,,parinte” (de referintd), in
coordonate locale &-naturale.

Functia de aproximare pentru 1
determinarea coordonatelor unui punct ¢-1-1)
oarecare P al domeniului de referinta D’
se defineste prin combinatii liniare ale

Element de referinti Eroare de
discretizare

monoamelor independente din
componenta triunghiului lui Pascal (fig.
2).

Pentru cazul elementului finit
patrulater cu patru noduri primare (fig. 1) se adopta pentru 1
abscisa punctului P urmatoarea functie de aproximare

X=Cy+C,E+C,Mn+CsEN 1)
gt &n 7°
Particularizand relatia (1), conform corespondentelor
dintre coordonatele nodale ale elementului finit ,,parinte” si ale E3 Eq Eqt 1
elementului oarecare e, din tab. 1, 2 rezulta sistemul liniar,
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(2)
X, =C, +C, +C, +C,,
X, =C,—C, +C, —C,. gn gn "1y . ) . 571"'1 "
Rezolvand sistemul (2) in raport cu necunoscutele cy, X = Fig. 2

0,1, 2, 3, relatia (1) devine,



K= Lo + 5 et + S @ N, + 0 ENLr K ®)

Generalizat, aceasta relatie se scrie sub forma,

Xy
x=[N,(&n) N(En) NyjEm) N,(En) ii, 4)
¢
unde,
N(Em) = L+ &)+ n) ®)

reprezinta functiile de forma cu valorile indicelui i si factorilor &;, n; conformtab. 2, ....cug=1,2,3,4sicuh
corespunzitor elementului finit e € {1, m} conform matricei de conexiuni, din tab. 3.
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In fig. 3 se prezinta graficele functiilor de forma date de relatia (5). Suprafetele functiilor de forma Nj(&,
n), cui=1, 2, 3, 4 sunt suprafete riglate cu linii drepte, consecintd a formei matematice a relatiei (5). Aceasta
relatie poate fi obtinuta si prin combinarea functiilor de forma unidimensionale, pentru cele doua directii &, 1.
In consecinti, functiile de forma date de relatiile (5) se mai numesc si functii de forma3 biliniare.

Functiile de forma (5), de asemenea, se pot obtine si prin particularizarea polinoamelor Lagrange
bivariabile, pentru nodurile elementului finit ,,parinte”, din fig. 1.

Similar, se pot obtine relatii de aproximare de forma (4) si pentru celelalte coordonate (y si z) ale unui
punct oarecare P, care apartine elementul finit. Tindnd cont de relatiile de calcul ale coordonatelor, rezulta
relatia de calcul al matricei coordonatelor, [p] =[xy z]T, in care,

Nl(‘:an) NZ(&»“) N3 (E»T])




Nl(ﬁ,ﬂ) 0 0
0 N1(‘:nn) 0
0 0 Nl(i,n)
Nz(?';,n) 0 0
0 Nz(im) (O )
0 0 N,(&n
[N(EM)]= NGm) 0 o | (6)
0 Ns(i,n) 0
0 0 Ny(&m)
N4(i.ﬂ) 0 0
0 N4(§,n) 0
0 0 N,(&m)
(o ]=[x iz xeyszsxsyszsxiyizs | @)

sunt matricea de forma si, respectiv, matricea coordonatelor nodale globale.

Modelarea geometrica cu elemente finite de tip patrulater prezintd dezavantajul ca pentru aproximarea
unei suprafete reale oarecare este necesara marirea numarului de noduri, deoarece contururile elementelor finite
sunt linii drepte. Pentru evitarea acestui dezavantaj se pot realiza discretizari cu elemente finite cu laturi linii
curbe.

Pentru realizarea de elemente finite de tip patrulater cu laturi linii curbe,se porneste de la elementul finit
,parinte” cu patru noduri externe primare (colfurile patratului), cu noduri externe secundare (pe laturile
patratului) si/sau noduri interne (in interiorul patratului). Coordonatele unui punct oarecare P al unui element
finit se pot determina folosind functiile de aproximare, obtinute prin combinatii liniare ale monoamelor
triunghiului Pascal (v. fig. 2), astfel incat numarul constantelor sa fie egal cu numarul nodurilor considerat.
Deoarece expresiile obtinute prin aceastd metoda sunt complexe, negeneralizabile, si deci greoi de prelucrat
matematic (evaluat, diferentiat, integrat), in continuare se prezinta alte metode de aproximare, care conduc cu
usurinta la expresii simplificate pentru functiile de forma.

Din cele prezentate, rezultd importanta deosebitd pentru modelarea geometrica a functiilor de forma, si
in consecintd se va insista cu precadere asupra acestora.

Metoda de interpolare care foloseste polinoamele Lagrange de ordinul doi, aplicatd elementului finit
,parinte” din fig. 4, permite determinarea urmatoarelor functii de forma:

(&)= 5 en(e-2n ),

Na(&m) = Fen(e+Dn-1) .

Ny(&m) = 2&n(e+1)n+1) LY oD s
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N5(§,n):%n(1 %2)(11—1), ® 509 9(0,0) : ,g
Nq(& )= e -2f-) B
N7(é,n)=%n(l £2)n+1), 1¢11) 5_(0,-1) 2(1,-1)
N, (&)= 2E(+ ) no

N, (&1 ):é g Ju-n?)



Se poate verifica usor ca functiile de forma obtinute verifica conditiile de interpolabilitate de tip Lagrange.
Reprezentarea grafica a functiilor de forma corespunzatoare unui nod extern primar, unui nod extern
secundar §i nodului intern, este prezentata in fig. 5.
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Fig. 5

Este posibil, in vederea maririi acuratetei discretizarii (micsorarii erorii de discretizare), sa se foloseasca
polinoamele Lagrange de ordin superior. Pentru definirea functiilor de forma in aceste situatii, este necesara
considerarea de moduri interne elementului finit, ceea ce constituie un dezavantaj al acestei metode.

In vederea obtinerii elementelor finite, cu functii de forma asociate de grad superior, fara noduri interne,
pornind de la metodele clasice, s-a dezvoltat o nouda metoda care are la baza observatia si intuitia. Functiile
astfel obtinute se numesc functii de interpolare de tip Serendip dupd vestitii eroi ai povestirii lui Horace
Walpole ,,The three princes of Serendip”, care ficeau descoperiri neasteptate deosebit de interesante. In
continuare, se prezinta cateva exemple de obtinere a functiilor de interpolare de tip Serendip.

Pentru determinarea functiilor de forma corespunzatoare elementului finit ,,parinte” din fig. 6 pentru
inceput se ,,construiesc” functiile de forma pentru nodurile externe secundare. In acest sens se urmireste
permanent respectarea conditiilor de interpolabilitate de tip Lagrange. De exemplu, pentru nodul 5 se considera
pe directia nodurilor 1-2 functia de forma cuadratica, N12(§) = 1 — 232, si pe directia nodurilor 5-7 functia de
forma liniara, Ns7(n) = 0,5 (1 — ). Prin combinarea acestor functii, se obtine functia de forma corespunzatoare
nodului 5, cu urmatoarea expresie

Ny(&m)= 2 & Ja), ©)

reprezentata grafic in fig. 7,a. 4(}}’1) 10) 3(%-.’1)

Similar, se obtin si pentru celelalte noduri externe secundare
urmatoarele relatii:
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Determinarea functiilor de forma corespunzatoare nodurilor externe primare realizeazd pornind de la
functiile de forma biliniare, din care se scad jumatatile functiilor de forma ale nodurilor externe secundare
adiacente, pentru realizarea valorii nule in aceste noduri. Astfel, functia de formad corespunzatoare nodului 1
(fig. 7,b) se poate determina cu relatia,

N, (6om) = (- EH- 1) NofEm) = Ny (6m) (11)



cu functiile de forma Ns(&, n) si Ng(&, n) date de relatiile pentru modelul liniar si respectiv (10)
Aplicand acelasi algoritm, se obtin relatiile functiilor de forma pentru celelalte noduri externe primare:
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3
6
7 Y
1 M --12|N
a b
Fig. 7
N, (&)= 0+ £)a—n) 3 NofEm) =5 No(&m)
! ! i
Na(&m) = 5 @+ €)1+ 1) Ne(E )= N (&), (12)

Ny (6m) = L8N )= 2N, (&)= Ny(em)

in care Nsg78(E, n) sunt date de relatiile (9) si (10).

in unele situa‘;ii este potrivit ca pentru discretizarea domeniului real al problemei sé se utilizeze doué sau
interelemente — toate nodurile unui element sa coincida cu nodurile elementelor adiacente — este necesar sa se
introduca elemente finite de tranzitie, cu numar de noduri diferit pe muchiile acestuia. De exemplu, in fig. 8,
pentru a se realiza compatibilitatea dintre zone discretizatd cu elemente finite liniare (element finit ,,parinte” I)
cu zona discretizatd cu elemente finite neliniare (element finit ,,parinte” III), este necesard introducerea unei
zone de tranzitie, discretizatd cu elemente finite care au ca referintd elementul finit ,,parinte” II. Aplicand
acelasi algoritm, functiile de forma ale elementului finit de tranzitie sunt:

Ny(&m)= &) -1)

m(a,n):Z(l—a)(l—m—gm(a,n),

N,(&m)= 4 @+ £)t-n)- 3 Ne(em), 13
Ny (&)= 4(1+é)(1+n)

N.(Em)= (A-E)an).

Discretizarea suprafetelor se poate realiza folosind si elemente finite tridimensionale triunghiulare.
Elementele finite ,,parinte” (de referintd) si functiile de forma, in acest caz, se pot obtine din elementele finite
,.parinte” patrulater, prin considerarea nodurilor de pe o muchie identice. De exemplu, elementul finit ,,parinte”
patrat din fig. 1, prin unirea nodurilor 3 si 4, degenereaza in elementul finit triunghiular din fig. 9. Functia de
forma a nodului obtinut prin unire rezultd ca dublul uneia din functiile de forma a nodurilor 3 si 4 ale
elementului finit ,,parinte”, particularizata cu & = 0. Astfel, pentru nodurile elementului finit ,,parinte”,
degenerat, functiile de forma sunt:



Elemente "parinte’

N, (&m)= %(1—@(1—11),

Nen)=Fa+eli-n) ()

N,(&m)= %(1+n)

Expresia functiei N3(&, n) de mai sus
se poate obtine si ca suma a functiilor de
forma N3(&, m) si Na(&, 1), corespunzatoare
elementului finit ,,parinte” patrat.

Frecvent, in practicd, MEF foloseste
pentru discretizarea suprafetelor elemente
finite triunghiulare, raportate la sisteme
locale de coordonate L-naturale.

Tinand cont de descrierea sistemelor
de coordonate locale si de relatia de
transformare, prezentate in MEF-T.3.1, se Fig. 8
poate scrie relatia de calcul a matricei
coordonatelor punctului oarecare P, al unui element finit triunghiular
spatial, [p] = [X, V, z], cu urmdtoarea forma:

[p]=[N(Ly, Ly, )] [p°] (15)

e e

unde, [pe]=[xf yle Z, X yg Z;

1G141) 2(1,-1)

este matricea coordonatelor nodale, .
Fig. 9

_Nl(Ll’LZ’LS) 0 0

0 N,(L, L, L) 0

0 0 N(L,, Ly, L)
N, (L, Lz L) 0 0
[N(L L. L)]= 0 N, (L L L) 0 (16)

0 0 Nz(LiyLz’La)
Ny (L Ly L) 0 0

0 N(L Loy L) 0

0 0 NS(L:L’LZ’LE})

matricea functiilor de forma, cu expresiile:

Ny(Lo Lo L) =L, Ny(L Ly L) =1, Ny(L, L, L)=1, (17) Ni@iloly 3

Coordonatele Ly, L, si L3 sunt functii liniare in x si y, conform
relatiilor, si se interpreteazi cu ajutorul relatiilor. In fig. 10 se prezinti 1
forma graficd a functiei de forma corespunzatoare nodului 1 al unui
element finit triunghiular.

Functiile de forma pentru cazul elementelor finite triunghiulare de
ordin superior, cand se considerd si noduri externe secundare — pe
laturile elementului finit — se obtin cu urmatoarea relatie generativa Fig. 10
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(L L L) =TT 2 (18)

k=1 i

=

in care: Nj este functia de forma corespunzatoare nodului 1 al elementului triunghiular cu n noduri pe o latura; k
— indice ce se asociaza liniilor paralele cu directia L;, care trec prin celelalte noduri ale elementului finit; Fy —
distanta de la un punct oarecare al elementului finit la linia k; Fy; — valoarea distantei Fx in nodul i. Numarul si
pozitia nodurilor elementului finit se aleg astfel incat unindu-le sa formeze linii paralele cu axele de coordonate.

Pentru evidentierea aplicarii practice a relatiei (17) se considera cazul unui element finit triunghiular cu
trei noduri externe primare (in colturi) si cu trei noduri externe secundare (mijloacele laturilor), deci cu n = 3
(fig. 11). Pentru determinarea functiei de forma corespunzatoare nodului 1 (i = 1) se pot trasa doua drepte
paralele (k =1 si k = 2), prin nodurile elementului finit, mai putin nodul 1 (fig. 11,a). Functiile din relatia (17),
pentru acest caz, sunt:

F=L,
F,=L - % (19)
}/alorile acestor functii in nodul 1 (L; = 1) sunt: F1;=1si F»; = 0,5.
Inlocuind aceste rezultate in (18), rezultda forma corespunzatoare nodului 1,
Ny(L, L, Ly)= L (2L, -1) (20)
In mod similar, se obtin si functiile de forma pentru celelalte doud noduri externe primare.
N,(L,L,,L,)=L,(2L, -1), 1)

NB(Ll’ in Ls): L2(2 L3 _1)'

Functiile de forma pentru nodul extern secundar 4 se obtin pornind de la liniile trasate prin celelalte noduri, k =
1 sik =2 (fig. 11,b), pentru care se scriu functiile:

(22)

Aceste functii, in nodul 4 (L; = 0,5, L, = 0,5), au valorile F14 = 0,5 si F24 = 0,5. in urma inlocuirilor in relatia
(18), rezulta functia de forma

11,0,0) T 2(0,%0)




N, =(L,L,,L;)=4L,L,. (23)
Similar se obtin si functiile de forma pentru celelalte doua noduri externe secundare:

N :(Ll’LZ’LS):4L2 L,
Ne :(|-1’L21L3):4L1 L3'

Din analiza functiilor de forma astfel obtinute, se observa ca acestea respectd conditiile de
interpolabilitate de tip Lagrange.

In fig. 12 sunt prezentate reprezentirile grafice ale functiilor de forma corespunzitoare unui nod extern
primar si, respectiv, unui nod extern secundar.

Algoritmul de obtinere a functiilor de forma de mai sus este aplicabil si pentru cazul elementelor finite
triunghiulare cu noduri interne.

(24)




