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MEF-T.3.2.1 INTRODUCERE

Aceasta modelare se aplica in cazul cand domeniul real al problemei de rezolvat are o dimensiune mult
mai mare decat celelalte doua (cabluri, bare), care se pot neglija. De asemenea, aceasta modelare se poate aplica
si pentru descrierea frontierelor domeniilor de tip suprafata.

Evaluarea aproximativa a functiei corespunzatoare domeniului de tip linie se poate realiza in diverse
moduri. In continuare, se vor prezenta algoritmi de modelare geometrica folositi cu precadere si de MEF.

In fig. 1, in domeniul spatial de tip line D, se considera n puncte (noduri), cu coordonatele cunoscute,
care permit obtinerea a m elemente finite unidimensionale. Aproximarea domeniului D se realizeaza pentru
fiecare element finit in parte, folosindu-se una sau mai multe functii de aproximare, astfel generandu-se
domeniul D’. Functia de aproximare atasata
elementelor finite ale domeniului D’ trebuie sa fie
simpld — usor de evaluat, derivat si integrat — si in Element de referinta
punctele nodale trebuie sa ia aceeasi valoare cu
functia exacta atasatd domeniului D. In general, in
cazul MEF, functia de aproximare este un polinom §|\
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algebric, aceasta realizand aproximari precise pe
intervale de lungime mica.

Foarte frecvent in procesul de aproximare se
iau in considerare ca funtii liniar independente
monoamele: 1, &, <§2,..., E", care prin combinatia
liniara de ordinul 1, cu r ales preliminar, genereaza reg=-1
functia de aproximare polinomiala z
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Pentru definirea completd a functiei de
aproximare se impune determinarea coeficientilor co,
C]_, ey Cr.

Fig. 1

MEF-T.3.2.2 MODELAREA LINIARA A DOMENIILOR TIP LINIE

In cazul cel mai simplu posibil, cand rangul polinomului (1), r = 1, se aproximeazi domeniul D cu
elemente finite liniare cu doud puncte nodale. Fiecdrui element finit i se asociazd succesiv un element finit de
referinta, numit si element finit ,,parinte”, cu sistemul local de coordonate &-naturale (fig. 1). Abscisa unui
punct oarecare din interiorul unui element finit oarecare e, cu nodurile i i j, se poate determina cu relatia,

X=C,+CE. )



Pentru determinarea constantelor ¢y si c1, Se particularizeaza relatia (2), in punctele nodale i si j, in care
X =X, & = -1 si, respectiv, X = xj, £ = +1 si rezulta sistemul,

X, =C,—C,
{ 3)

X; =Co +C,.
Rezolvand acest sistem si inlocuind valorile constantelor cg si ¢1 obtinute, in (2) rezulta,

x—X‘+Xj—X‘_Xj§ @
2 2

Relatia (4), pentru generalitate, se poate scrie si sub forma,

1 e 1 .
X = E(1—§)xl +§(1+ XS ()
unde, x; = X §i X5 = Xjy;cui=1,2....n-1,
Notand,
1
Ni(E)=5@+Eg) (6)

cu&i=-1,pentrui=1si¢& =1, pentrui=2, relatia (5) devine

= [ne) m(a){xﬂ ¢

Functiile Nj(§) se numesc polinoame (functii) de interpolare sau functii de forma (modelare) [Bathe,
1982; Olariu, 1986; Ready, 1984], consecinta a faptului ca acestea depind de tipul elementului finit de referinta
si de sistemul de coordonate local adoptat. Se observa ca functiile de forma astfel obtinute sunt aceleasi cu
polinoamele Lagrange folosite pentru interpolarea prin doud puncte a unei functii unvariabile.De asemenea, se
observa ca aceste functii de forma se regasesc ca elemente ale matricei de transformare.

Polinoamele de interpolare N;(&), verifica conditiile de interpolabilitate de tip Lagrangen,

1, pentrui=1;
N.(5. )= 8
'(&’) {O, pentrui =1; ®)
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In fig. 2 se prezinti interpretarea geometrica a interpolarii
liniare descrisa mai sus, unde se poate observa si grafic ca functiile
de formd reprezintd ponderile absciselor nodale in abscisa unui
punct oarecare P al elementului finit.

Aplicand algoritmul de mai sus si pentru celelalte
coordonate (ordonata si cotd), se obtin relatiile:

y=[N() NZ@]BQ , (10)
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incare,y5 =y, zf =7 Siy5 = Viz1 §12Z5 = zj4q, pentru,i=1,2. ... n-1.

Relatiile (7), (10) si (11) se pot scrie matriceal sub forma,

[p ]=[Nee Jlpe] (12)
[p]=[x y z] (13)

este matricea coordonatelor globale ale unui punct oarecare al elementului finit;

Nl(é) 0 Nz(&_,) 0 0
[NE)]=| 0 Nj&) 0 0 Ny o0 (14)
0 0 N() 0 0 Ny

matricea functiilor de interpolare sau de forma:

pl=D¢ vz x v: 2] (15)

matricea coordonatelor globale ale nodurilor elementului finit considerat.

Modelarea geometrica liniara a domeniului sau contururilor de tip linie are dezavantajul ca micsorarea erorii
de discretizare impune cresterea numarului de noduri adoptate preliminar. Evitarea acestui dezavantaj se poate
realiza prin modelarea neliniara.

MEF-T.3.2.3 MODELAREA NELINIARA A DOMENIILOR TIP LINIE

Daca rangul polinomului (1), r = 2, domeniul D (fig. 3) se aproximeaza cu domeniul D’, compus din
elemente finite unidimensionale neliniare parabolice (patratice) cu trei noduri. Se asociaza fiecarui element finit
un element ,,parinte” trinodal, raportat la sistemul de coordonate &-naturale (fig. 3)

Abscisa unui punct oarecare P, din interiorul elementului finit e, cu nodurile extreme primare i, j — de
conexiune cu elementele alaturate — si nodul intern k, se determina cu relatia,

X = Cy +C,E +C,E> (16)

Particularizand aceasta relatie, cu valorile coordonatelor corespunzatoare punctelor nodale, x = x;, § = -
1, x =X, §=1,x =X, § =0, rezulta sistemul

X; =Cy—C, +C,,
X; =Cy+C +Cy, (17)

X, = Cq.

Solutiile acestui sistem, constantele ¢, C; $i ¢z, Inlocuite in (13), determina
1 1 2
x= 2 Ee-Ix+ el -8, (18)

Notand cu,
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Ny(8) =S &(E —1), No(8)=8(L+8). Ny(g)=1-¢° (19)
functiile de forma corespunzatoare elementului ,,parinte” considerat, relatia (3.39) devine

X

x=[N,(&) N,(8) NyE)] % (20)
X3

Unde, X; =X,_,, X; =X,,, X; =X, pentru,i=1,2 ... n-1.

Interpolarea geometrica a functiilor de forma (19) si a relatiei (20) sintetizata in fig. 4. Coordonata x a
unui punct oarecare P al elementului finit, datd de lungimea segmentului AP este suma lungimilor segmentelor
AB, AC si AD, care reprezintd aportul absciselor nodurilor elementului finit — dat de functiile de forma —
asupra acesteia.

Similar, si pentru celelalte coordonate, se obtin relatiile:

%
x=[N,(£) N,(&) Ny(&)]| 5 (21)

x=[N;(&) N,(&) Ny(&)]| z5 (22)

A e e e e e e M
incare, Vi =VYiq s 2, =21, Y, =Viu» 2, =24, Ys =Y, 2; =2, ,cu i=1,2....n-1.

Tinand cont de relatiile (20), (21) si (22) se ajunge la relatia de calcul a matricei coordonatelor globale
ale unui punct oarecare P al elementului e (v. rel. (13)), similara cu relatia (12) in care, pentru acest caz,
matricea functiilor de forma este



[NEI=| 0 N(E) 0 0 NE) 0 0 N 0 |, (23)
0

iar matricea coordonatelor nodale

e e

[pe]:[xf yf Z, %X

e

i % % szl (24)

Expresiile functiilor de forma, date de relatiile (19) se pot obtine si prin particularizarea polinoamelor
Lagrange, pentru elementul finit ,,parinte” considerat in acest caz.

Procesul de modelare cu functii neliniare poate fi extins si pentru functii de aproximare cu rangul r > 2,
folosind elemente finite cu noduri interne, al caror numar total de noduri este egal cu numarul de coeficienti
necunoscuti al functiei de aproximare, adicd r+1. In acest caz rezultd functii de formad cu expresii mai
complicate.

Functiile aproximative ale coordonatelor punctelor domeniului considerat sunt functii continue si
nederivabile in punctele nodale. Se considera ci aceste functii apartin clasei C°.

Unele probleme rezolvabile cu MEF necesita aproximari ale domeniilor reale, cu functii care in nodurile
interelemente sunt continue atat din punctul de vedere al valorilor nodale, cat si din punctul de vedere al
valorilor derivatelor nodale. In continuare, se reprezinta functii de aproximare de clasa C', care respectd si
continuitatea derivatei de ordinul intai, numita continuitatea pantei.

Functiile de interpolare care asigurd conditiile clasei C* sunt polinoamele de tip Hermite. In acest caz
domeniul de modelat se descrie prin noduri cu doua seturi de parametri cunoscuti — coordonatele si derivatele —
si o functie de aproximare polinomiala.

Pentru cazul domeniului D din fig. 5, considerand n noduri si m elemente finite binodale se obtine
domeniul aproximativ D’. Determinarea abscisei unui punct oarecare P, al unui element finit oarecare e, se
realizeaza asociind acestuia un element finit ,,parinte”, in coordonate &-naturale (fig. 5), cu polinomul de
aproximare,

X=C, +CE+C,E* +CE° (25)
si derivata acestuia, m S—
X' = ¢, +2C,&+3c,E’ (26)
215 _](X LV ,Z',X" ,yl'. ,Z")
pentru & e[-1, 1]. Tinand cont ca Element de referint ® Sl
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si pentru E=1 X = Xj, X7 = X7), rezultd i, 35,202 7,2
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D |l-D'
X; =Cy—C, +C, —Cy, 1
X; =Cy+C,+C, +Cy,
3 0 1 2 3 (27)
X\ =, —2¢, —3c,,
, 105=-1

X, = ¢, +2¢, +3C;. 2(%2,¥2,22:%5.¥3,2))

Rezolvarea sistemului (27), in @ 1(x1,y1,21X'1.¥1,21)
raport cu necunoscutele co, €1, C; §i cs,
permite exprimarea relatiei (25) 1in )
forma, Fig. 5

1 2 1 2 1 2 1 2 :
x= L L-gf @ ee + 3 ref(2-8)x+ A-Ef 2+ (L+E) (E-1)x, (28)

Relatia (28), generalizata pentru toate elementele finite, se poate scrie sintetic sub forma,
5



x=[N,) m(a){xz}[w(a) m(a){gxf)] )

& <)
unde:
N(6)= 3 (a-f (2+9). (30)
N, (© Ny (&)
N,(6) =4 A+ EF(2-0). (31) ! :
- 459 - Nj (&) =

L -
Ni(€)=,-&f (1+¢), (32) : -

* ai-l\aw%l
N:(e) = A+ EF(E-0) (@) Fig. 6

sunt functii de forma hermitiene, cubice §i X; =X, X; = X, , (Xf) =X, (XS) =X, cui=1,2...n-1
Reprezentarea grafica a functiilor de forma (30)...(33) se poate urmari in fig. 6.
Similar, se pot obtine relatii de calcul si pentru celelalte doua coordonate (y si z) ale punctului P. In final,
matricea coordonatelor globale [p] = [x y z]" se exprima prin,

[p)=IN@N[p J+ N 7] (34
unde:
Nl(é) 0 Nz(&_,) 0 0
INEI=| 0 N 0 0 NE) 0 | (35)
0 0 NE 0 0 N

[NE)]=] o N o 0o Ny o (36)

sunt matricele functiilor de formi; [p®] — matricea coordonatelor nodale, cu expresia (15);

(67 =] ) 02 (=) ) () (2 @)

matricea derivatelor nodale, ale carei elemente reprezinta valorile cunoscute ale derivatei functiei (coordonate)
de aproximat in cele doua noduri ale elementului finit.



