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MEF-T.3.1.1 INTRODUCERE

Imaginea unui domeniu geometric se poate obtine cu ajutorul calculatorului electronic, daca se stabileste
o forma de codificare numerica si/sau alfanumericd a geometriei acestuia, care sd furnizeze toate datele
necesare pentru descrierea acestuia.

In general, domeniile geometrice ale problemelor rezolvabile cu MEF pot fi: unidimensionale (1D),
bidimensionale (2D) si/sau tridimensionale (3D). Pentru modelarea unui domeniu geometric se pot folosi:
puncte, linii drepte sau curbe (muchii), suprafete plane sau curbe (fete) si/sau volume.

Modelarea geometrica a unui domeniu presupune, pentru inceput, alegerea in mod convenabil a unei
multimi finite de puncte (noduri), situate in interiorul si pe conturul acestuia. Valorile coordonatelor acestor
puncte, intr-un sistem de coordonate adecvat, se stocheazi sub forma unor matrice. In plus, pentru descrierea
celorlalte puncte cu un grad de aproximare determinat (controlat), este necesara, de asemenea, alegerea in mod
convenabil a unor functii de exprimare.

Acest algoritm de modelare geometrica se realizeaza de reguld pe subdomenii, cu alegerea convenabila
a trecerilor de la un subdomeniu la altul. Deci, pentru alegerea nodurilor si subdomeniilor este necesara operatia
de definire convenabila a acestora, numita discretizare. Prin aceasta, domeniul continuu real se inlocuieste cu
un domeniu idealizat discret, compus din subdomenii mai mici, numite elemente finite.

Contururile elementelor finite pot fi: puncte (noduri), linii drepte sau curbe (linii nodale) si suprafete
plane sau curbilinii (suprafete nodale). In fig. 1 se prezinta domeniul bidimensional D, discretizat in elemente
finite triunghiulare, cu laturi linii drepte (fig. 1.a) sau
laturi curbilinii (fig. 1.b). In primul caz, al
elementelor finite cu laturi linii drepte, eroarea de
discretizare poate fi micsoratd prin madrirea
numarului de noduri si deci implicit al numarului
elementelor. In cel de-al doilea caz, eroarea de
discretizare poate fi micsoratd si datorita frontierelor
curbilinii ale elementelor finite.

Alegerea numadrului de puncte nodale
(dimensiunea elementului finit) si a tipului
elementelor finite este o problema complexa asupra
careia se va reveni ulterior, dupd ce se vor introduce
si alte notiuni legate de acestea. .

In vederea modelarii geometrice a domeniilor Fig. 1

g
spatiale dar si a parametrilor fizici, frecvent se folosesc doua tipuri de sisteme de coordonate referinta:
- sisteme de coordonate globale, la care se raporteaza intregul domeniu al problemei,
- sisteme de coordonate locale, asociate unui subdomeniu sau chiar unui element finit al domeniului
problemei.

MEF-T.3.1.2 SISTEME DE COORDONATE GLOBALE

Punctele domeniului problemei de rezolvat, in cazul MEF, se descriu, de reguld, folosind urmatoarele
sisteme de coordonate: cartezian (fig. 1,a), cilindric (fig. 1,b) si/sau sferic (fig. 1,c).



(rs,05,95)

Fig. 1

AFF-T.3.1.3 SISTEME DE COORDONATE LOCALE

Simplificarea definirii domeniului si a algoritmilor de calcul sunt posibile, in cazul analizei cu MEF,
prin folosirea sistemelor de coordonate locale, asociate unor subdomenii sau chiar elementelor finite. Aceste
sisteme de coordonate pot fi coordonate generale (carteziene, cilindrice, sferice), nespecifice elementului finit
respectiv sau coordonate naturale (parametrice), specifice elementului finit considerat.

Sisteme de coordonate locale generale

Sistemele de coordonate locale generale (carteziene, cilindrice, sferice) au originea intr-un punct al
subdomeniului sau al elementului finit §i se deosebesc de sistemele de coordonate globale prin pozitia si
orientarea lor. Aceste sisteme de coordonate se obtin transformand, prin translatii si/sau rotatii, sistemul de
coordonate global (tab. 1).

In cazul domeniului D (fig. 2), raportat la sistemul de coordonate global OXYZ, se considerd
subdomeniul D’, raportat la sistemul de coordonate local O’X’Y’Z’.
Pentru calculul corespondentei dintre coordonatele punctului P al
subdomeniului D’, in cele douad sisteme de referinta, se considera

translatia sistemului global din O in O’ si rotatia oarecare a acestuia
[Dogaru, 1988].

Rotatia sistemului de coordonate local se poate descompune la 2
randul ei 1n trei rotatii succesive, cu unghiurile ¢, b si a dupa axele
0Z, OY si, respectiv, OX, ale sistemului triortogonal global.
Coordonatele (x, y, z) ale punctului P fata de sistemul de coordonate
global, cunoscand coordonatele (x’, y’, z’) ale aceluiasi punct fatd de
sistemul de coordonate local, se poate calcula cu relatia
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in care: m, n, p reprezintd coordonatele punctului O’ in raport cu sistemul de coordonate OXYZ; r13 =
cos(c)cos(b), ri2 = sin(c)cos(a) + cos(c)sin(b)sin(a), riz = sin(c)sin(a) — cos(c)sin(b)cos(a), ry; = sin(c)cos(b), ra.
= cos(c)cos(a) — sin(a)sin(b)sin(c), r.3 = cos(c)sin(a) + sin(c)sin(b)cos(a), rs; = sin(b), rs» = — cos(b)sin(a), rss =
cos(b)cos(a) — elementele matricei de rotatie generala.
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In relatia (1), cele trei matrice patratice, Roz, Roy, Rox, modeleaza rotirile sistemului de coordonate
local in jurul axelor OZ, cu unghiul ¢, OY cu unghiul b, si , respectiv, OX, cu unghiul a. deoarece matricea de
rotatie generald, din relatia (2), se obtine ca produs de matrice si acesta este necumulativ, transformarea este
complet definita cand pe langa setul de valori (a, b, ¢) se cunoaste si ordinea in care se aplica rotirile dupa cele

trei axe.



Sisteme de coordonatele locale naturale

Coordonatele naturale sunt coordonate normalizate (adimensionale sau parametrizate), care se obtin
prin raportarea variabilelor de tip lungime, arie sau volum, determinate in functie de coordonatele globale, la
marimi caracteristice ale elementului finit de acelasi tip, reprezentate de asemenea in functie de coordonatele
globale.

Originea sistemului de coordonate natural poate fi fixata in centrul elementului finit, cand valorile
coordonatelor apartin [-1, 1], sau pe frontiera elementului finit (nod, muchie, fatd), cand valorile coordonatelor
apartin nivelului [0, 1]. In primul caz, sistemul de coordonate se numeste cu coordonate &-naturale, iar in al
doilea caz, cu coordonate L-naturale.

Pentru elementul finit unidimensional, raportat la sistemul de referinta global OX (fig. 3,a) se pot atasa
sistemul de referinta in coordonatele &-naturale, cu originea in centrul elementului finit (fig. 3,b) sau sistemul
de coordonate L-naturale, cu originile in nodurile elementului finit (fig. 3,c). Tindnd cont de notatiile din fig.
3,3,b coordonata globald a unui punct oarecare, apartinand elementului finit considerat, in functie de coordonata
locala corespunzatoare, se poate calcula cu relatia
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coordonatele naturale, ca rapoarte intre lungimile segmentelor de dreapta P2, 1P si lungimea segmentului 12.
Relatia (5) in forma matriceala devine,

X :[LlLZ]L)((l}. (8)

2

Domeniile bidimensionale se pot discretiza in
elemente finite de tip patrulater sau triunghi.

Coordonatele locale &-naturale, pentru un element
finit patrulater, sunt reprezentate in fig. 4. Aplicand succesiv
algoritmul  prezentat 1in cazul elementului  finit
unidimensional, pentru muchiile 12, 43 si segmentul AB
(fig. 3.5), se pot scrie relatiile:
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Prin inlocuirea relatiilor (9) si (10) in (11), rezulta relatiile de calcul al coordonatelor globale (x, y) ale
unui punct oarecare P al elementului finit, in functie de coordonatele locale (&, n) si coordonatele nodurilor, cu
forma
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Pozitia punctelor elementului finit triunghiular (fig. 5) este posibil sa se defineasca prin intermediul
coordonatelor L-naturale. Intre datele cunoscute — coordonatele nodurilor in cele doua sisteme (global si local)
— si coordonatele unui punct oarecare P, se pot scrie urmatoarele relatii:

X=X +X,L, +X5L, (13)
Y=Yy +Y,L; +Ysls, (14)
1=L, +L,+L,, (15)

care formeaza un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute, coordonatele naturale Ly, L, si L3. Relatia (15) arata
ca numai doua din cele trei coordonate sunt independente.
Rezolvand sistemul format din ecuatiile (13), (14) si (15), rezulta,

X X, Xg X, X Xg X, X, X
Y Y2 Vs Yi Y Y; Y Y, V3
111 111 111
L=l ===l 1=°-=10 (16)
Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Vs Yi Y2 Vs
111 111 111

Se observa ca prin rearanjare relatiile (16) devin,
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Unde, A1, Az, Az s-au notat ariile triunghiurilor formate de punctul P cu cele trei muchii ale elementului finit.
Astfel, se observa ca originea coordonatelor este pe laturile elementului si in nodurile opuse coordonatele
respective au valoarea 1.

Relatia sintetica de calcul a coordonatelor globale ale unui punct oarecare P, tinand cont de relatiile (13)
si (14) si notand cu x sau y cu u, este
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In cazul general al  domeniilor
tridimensionale, se utilizeaza frecvent elemente
finite de tip hexaedru sau tetraedru. Pentru
elementul finit hexaedru (fig. 6), se scrie relatia
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obtinuta aplicand acelasi algoritm ca in cazurile
precedente. Aceastd relatie modeleaza dependenta ¥
dintre coordonatele globale x, y si z, notate cu u, si
coordonatele &-naturale ale unui punct oarecare P
al elementului finit hexaedral.

Elementelor finite tetraedrale li se asociaza
frecvent sistemul de coordonate L-naturale (fig. 7)
si, similar cu cazurile precedente, aplicand acelasi
algoritm, rezultd urmatoarea relatie,

Fig. 6

Uy
Us
| Ug
in care,
V.
L =—1-, 21 3.2
Iy (21) v/ (3.2Y)

cui=1, 2, 3, 4 reprezintd volumele tetraedrelor obfinute
combinand punctul oarecare P cu fiecare fatd a elementului finit; u=x sauu =y.



