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MEF-T.2.1.1 INTRODUCERE

Marea diversitate a problemelor de teoria elasticitatii, care necesitd rezolvare in vederea proiectarii
eficiente a sistemelor mecanice, se reflectd sugestiv si convingator in multitudinea metodelor de calcul existente.
Elementele componente (organele de masini) ale sistemelor mecanice (masini, instalatii, utilaje, dispozitive etc.) au
forme complexe si sunt in interactiuni caracterizate de legaturi diverse; in cadrul lucrarii de fatd acestea se voi
numi structuri.

in comparatie cu metodele analitice, metodele numerice de calcul au avantajul de a fi aplicabile si penau
analiza unor structuri neincadrabile in structurile cu geometrie standard (bard, placa, bloc), intalnite la rezistenta
materialelor. In general, structurile pot fi privite si ca un ansamble de structuri geometrice standard.

MEF a fost aplicata initial pentru calculul unor structuri mecanice de aeronave. Aceasta justifica faptul
ca in domeniul structurilor mecanice programele de analiza care au la baza MEF sunt cele mai evoluate.

MEF-T.2.1.2 ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITATII LINIARE

Se consideri un corp oarecare (fig. 1,a), de volum V, suprafata si cu suprafata de legatura cu un alt corp
Sr. Asupra corpului actioneaza urmatoarele sarcini exterioare: fortele generalizate (fortd sau moment) P;
concentrate in punctele 1 = 1,2, ... ,m si fortele distribuite p(x,y,z), dupa o lege oarecare pe suprafata Sy.

Ininteriorul  structurii corpului se considera efectul fortelor masice (de greutate si/sau inertiale) care
intr-un punct oarecare, P(x,y,z), au componentele gy, gy 9, (fig. 1,b). Sub actiunea acestor incércari in structura
apare tensiunea ¢, cu componentele normale oy, 6y, 6; componentele tangentiale tyy = Tyx, Tyz = Tzy, Tzx = Txz
(legea dualitatii tensiunilor tangentiale), in raport cu sistemul triortogonal drept Oxyz. Starea de tensiuni dintr-
un punct se poate sintetizata intr-o0 matrice matricea coloana

[G] = I:Gx Gy O-y z-xy z-yz sz (1)

sau de tensorul de ordinul doi,
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Sub actiunea sarcinilor prezentate, corpul se deformeaza elastic punctele corpului 1si modifica pozitia si
realizeaza deplasiri in concordantd cu legiturile corpului. In punctul oarecare P(X,y,z), componentele deplasirii
totale d(x. y, z) sunt: u(X, y,z), dupa axa x, v(x, y,z), dupa axa y si w(x,y,z), dupa axa z. Deci, vectorul
deplasarilor are urmatoarea forma

[d]=[u v w]. (3)

Starea de deformare a corpului se poate cuantifica prin intermediul deformatilor specifice liniare (lungiri sau
scurtari) e, &y, &, si deformatiilor specifice unghiulare (lunecari), yxy, Yyz, Yzx, Sintetizate in matricea coloana

l=le. & & vy e Yol @)



sau in tensorul de ordinul doi,
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Tensiunile, deplasarile si deformatiile sunt functii continue, necunoscute dependente.
In continuare, se prezinta aspecte de teoria elasticitdtii considerand ca materialul are comportare liniar
elastica si structura se deformeaza foarte putin (ipoteza deplasarilor mici), astfel incat ecuatiile de echilibru se

descriu pentru structura nedeformata.

Intre componentele matricelor tensiunilor,

dependente [Bezuhov, 1957]:
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- ecuatiile fizice (legea generalizata a lui Hooke):
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deplasarilor si deformatiilor existd urmatoarele
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In aceste relatii, numite si ecuatiile de bazd ale teoriei elasticitdtii, S-a notat cu: p —densitatea materialului,
E - modulul de elasticitate longitudinala, v - coeficientul contractiei transversale (Poisson) si t — timpul.

Relatiile (6), (7) si (8) formeaza un sistem de 15 ecuatii diferentiale cu 15 necunoscute: componentele
matricei tensiune (ox, Gy, 67 Txy, Tyz> Tzx), COMponentele matricei deplasare (u, v, w) si componentele matricei
deformatie (ex, &y, € Yxy» Yyz» Y2x)- Aceste necunoscute sunt functii de variabilele independente x, y, z si t. In acest
caz, problema de rezolvat are gradul maxim de generalitate si presupune analiza dinamica structurii. Daca se
neglijeaza fortele de inertie temporale, termenii liberi ai ecuatiilor (7) se considera nuli si problema este de
analiza statica cu functiile necunoscute dependente numai de variabilele spatiale x, y, z.

Ecuatiile diferentiale (6) permit analiza neliniara a structurilor cu deformatii mari, prin considerarea
termenilor de ordinul doi. Daca se neglijeaza acesti termeni, modelul este potrivit pentru analiza liniard a
structurilor cu deplasari mici.

In forma matriceald, relatiile de baza ale teoriei elasticitatii, pentru analiza statica liniard, au urmatoarele
forme:

[e]=[D,][d], (9)
[T, ][>, ]+plg]=[0], (10)
[o]=[E]l¢], (11)

unde [ Dy ] si [ D; ] sunt operatorii diferentiali, cu expresiile:

9 0 0
OX
0o 2 o o
oy )
0 0 aﬁ x
[Ds]: : ' [Dc]: A, ’ (12)
9 9 oy
oy oX J
0 9 9 L0z |
oz oy
0 9 2
| 0z OX |
[ E ] este matricea de elasticitate, cu expresia
1-v v v 0 0 0]
v 1-v v 0 0 O
v vi-v 0 0O
El-—E  foo0 o 172V 4 of. (13)
(L+v)1-2v) 21 ,
0000 _2" 0
00000 =%
L 2
[g] - matricea coloana a fortelor masice, cu forma
la]=lo, 9, o.] (14)



Este posibil, in practica, ca in structura de analizat sa existe stari inifiale de tensiuni si/sau deformatii,
cauzate de tehnologiile de fabricatie si de montaj si de conditiile de exploatare. Luarea in considerare a
tensiunilor si deformatiilor initiale se realizeaza prin completarea relatiei (11), astfel

[o]=[E]e]+[o0]-[E]e, ] (15)

unde [ op ] si [ & ] reprezinta matricele tensiunilor initiale si, respectiv, deformatiilor initiale. Semnul minus din
aceasta relatie indica sensul opus al deformatiilor initiale in raport cu deformatiile curente. In majoritatea
situatiilor, existd numai unul din termenii starii initiale de tensiuni sau de deformatii, dar este posibil ca aceiasi

generata de alta cauza.
Pentru situatia existentei cdmpului termic descris de variatia temperaturii AT = AT(X, Y, 2)
matricea tensiunilor termice initiale se calculeaza cu relatia,

[ao]:“lf—TZVE[—l -1 -1 0 0 0] (16)

in care a este coeficientul de dilatare termica al materialului structurii.

Conditiile limita geometrice presupun deplasari cunoscute (date) pentru unele puncte ale structurii. De
exemplu, pentru cazul din fig. 1,a, se considera egale cu zero deplasarile corespunzatoare punctelor din zona de
legatura de suprafata S,. Matematic aceasta se scrie sub forma,

[d], =[o]. (17)

pentru orice punct M € S;.

Conditiile limita statice rezulta din ecuatiile de echilibru corespunzatoare elementelor de volum din
zona de frontierd, unde actioneaza fortele generalizate exterioare, distribuite. Astfel, pentru structura din fig. 1,a,
intr-un punct oarecare Q al suprafetei Sp, in care actioneaza forta cu distributia p cunoscuta (v. fig. 1,c), se pot
scrie urmatoarele ecuatii de echilibru static (conditii limitd):

o,N, +T,N, +7,N, =P,
TN +o,n, +1,0,=p,, (18)
TN+ TN, +o,N, =P,

in care py, Py, Pz, sunt componentele fortei distribuite p si ny, Ny, N, - cosinusii directori ai normalei n la suprafata
Sp, in punctul considerat Q.

Rezolvarea problemei generale a teoriei elasticitatii, descrisd de ecuatiile diferentiale si conditiile limita de
mai sus, se poate realiza prin alegerea preliminare a unui set de necunoscute care urmeaza a fi determinate in
prima etapa si apoi in a doua etapa se determina celelalte necunoscute. Astfel, se pot considera ca necunoscute
primare componentele matricei tensiune (metoda tensiunilor) sau ale matricei deplasare (metoda
deplasarilor), ca functii continue de variabilele independente, coordonatele X, y, z ale punctelor structurii. Cea de-a
doua metoda (rezolvarea problemei de elasticitate In raport cu deplasarile) este aplicatd frecvent in practica
datorita simplitatii matematice, avand un numar mai mic de ecuatii. Prin transformarea ecuatiilor diferentiale (6)
(7) si (8), rezulta urmatoarele ecuatii fundamentale ale teoriei elasticitatii (ecuatiile lui Lame), exprimate in
functie de deplasari:
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in care,
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deformatia specifica volumica;

operatorul lui Laplace.

(20)

(21)

Integrarea analitica a ecuatiilor (19), respectand conditiile de frontiera (17) si (18), pentru cazul general,
este dificild, uneori chiar imposibil de realizat. Atat in cazul metodelor rezistentei materialelor cat si in

cazul MEF, pentru simplitate si deci, pentru eficientd, se prefera, in conditii acceptabile, cazurile

A

particulare. In continuare, se prezintd cazurile particulare ale starilor de tensiune si deformatie spatiala,
frecvent intalnite si in analiza structurilor cu programe performante, care au la baza MEF.

MEF-T.2.1.3 STAREA PLANA DE TENSIUNI

Starea de tensiune pland se caracterizeaza prin existenta unor tensiuni cvasinule pe elemente de arie
caracterizate de normale paralele cu aceiasi directie. Aceasta situatie se intalneste, de exemplu, in cazul tuburilor
de revolutie cu pereti grosi, de lungime mica in raport cu diametrul, solicitate de presiuni la interior si/sau
exterior (frg. 2,a) sau in cazul elementelor de tip placa cu grosime constantd, de valoare mica in raport cu celelalte
doua dimensiuni, si solicitate de forte in planul placii (fig. 2,b). In aceste cazuri se cosiderd o, =0, Tyz = 0,7 =0
Ox, Oy, Oz Txy, Tyz, Tzx §1 Matricea tensiunilor [6 ] = [ox oy rxy]T (fig. 2, ¢). Tinand cont de ipotezele de mai sus, din
relatiile (2.8) rezultd yy, = 0, y,x = 0 si In continuare, considerand &, = 0, rezultd matricea de elasticitate (v. (13))

corespunzatoare stdrii de tensiune plana,

1 v 0

[E]=1 E ~lv 1 0
-V 0 0 1-v

2

Grosimea g

MEF-T.2.1.4 STAREA PLANA DE DEFORMATII

(23)

Starea de deformatie plana este caracterizatd de deformatii specifice nule pe elemente de arie cu
normalele paralele cu o directie fixd. Se exemplificd aceasta situatie prin structurile de tip tub de revolutie, or



lungimea, 1, mare in raport cu diametrul d, solicitate uniform la interior si/sau exterior (fig. 3,a) sau prin structurile
de tip placa, cu grosimea mare in raport cu celelalte douda dimensiuni, incarcate cu forte distribuite constante,
in planul xOz(fig. 3,b). In aceste situatii, deplasirile in planul xOy sunt independente de coordonata
longitudinald z, iar deplasarea longitudinald este egald cu zero. Astfel, pentru o felie de grosime unitara,
considerand g; = 0, yy; = 0, yx = 0, din relatiile (8) rezultd 1y, = 0, t,x = 0. Neglijand tensiunea o, din relatiile
(8), rezulta o relatie de forma (11), in care, [6] = [ox Oy Txy] , [€] = [&y, & yxy]T si
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Fig. 3
MEF-T.2.1.5 STAREA DE TENSIUNI AXIAL-SIMETRICA

Stare de tensiune axial-simetrica este caracteristica structurilor cu o axd de simetrie comuna pentru
geometrie, proprietdtile materialului si pentru Incarcare (fig. 4,a). Ca urmare, deplasarile, deformatiile si
tensiunile, pentru punctele aceluiasi cerc sunt constante. Avand in vedere aceste proprietati, raportarea
parametrilor geometrici si fizici ai structurii la un sistem de coordonate cilindric (fig. 4,b) conduce la forme
simplificate ale ecuatiilor diferentiale. Ecuatiile geometrice si fizice ale teoriei elasticitatii, pentru structura
descrisa, in urma transformarilor, devin:

P
& [a—r 0
€ alu
e |=10 2 ] (25)
Yrz [9 EJ
z 0Or
)
o, [a—r 0lf1—v v v 8 &
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Din relatia (26), avand in vedere (11) se identifica cu usurintd matricea de elasticitate [ E ], necesara rezolvarii
cu MEF a acestei probleme.
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MEF-T.2.1.6 STARI DE TENSIUNI SPECIFICE PLACILOR SI
INVELISURILOR

Structurile de tip placd sau invelis se intalnesc in diverse aplicatii ingineresti, ca de exemplu: peretii
recipientilor, invelisurile navelor, fuselajele aeronavelor etc. In fig. 5 este prezentat cazul general al unui element
infinitezimal detasat dintr-o placd curba de grosime h, cu centrele de curburd O1 si O si razele de curbura ry si 1y
[Ivan, 1985; Pascariu, 1985]. In functie de valorile maxime ale rapoartelor h/r, si h/ry, se poate aprecia grosimea
placii. Astfel, daca max(h/ry, h/ry) > 0,05, placa se considera_groasa si daca max(h/ry, h/ry) < 0,05 acesata se
considerd subtire. In practici, marea majoritate a placilor au max(h/ry, h/ry) € [0,001;0,02], deci sunt
considerate ca fiind placi subtiri si se pot face simplificari ale ecuatiilor geometrice si de echilibru, care
favorizeaza atat calculele analitice cat si pe cele numerice cu elemente finite. Grosimea fiind relativ mica se
considerd ca deplasarile de-a lungul liniei normale la suprafata mediana a elementului de placa sunt mici si
aportul deformatiei specifice &, la energia totald de deformatie este nul. In consecinti, se poate considera si o,
=0.

Existd un mare numar de metode pentru analiza diferitelor tipuri specifice de placi si invelisuri, diferentiate
dupa ipotezelor introduse cat si dupa formularea conditiilor limita.

In continuare, se prezinti cea mai des utilizatd metoda, care are la bazi, pe langa ipoteza prezentatd mai sus,
si ipoteza lui Kirchhoff, potrivit careia liniile drepte si normale pe suprafata mediand a placii nainte de
deformare raman la fel si dupa deformare. Deci, se poate considera: 1y, = 0, T,x = 0, vy = 0 s1 y,x = 0. Dupa
particularizari si transformari, ecuatiile de baza ale teoriei elasticitatii, aplicate elementului de placa
infinitezimal, iau formele prezentate, in continuare:

- ecuatiile geometrice:
_ a%w
& T T8 o
22w
E = —Z a_yz' (27)
e = 7 22w
x ox dy’

- ecuatiile fizice si de echilibru static:

a%w 2%w
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M, = —D(‘;ZTVZW v% , (28)

a°w
Mxy = —(1 —V)D M,

cu My, My, M,y reprezentand momentele de incovoiere (fig.5,b), respectiv, de rasucire si

E h?
T o12(1-v2) (29)

Ecuatiile (28), tindnd cont de dependentele dintre tensiuni dintre tensiuni si eforturi, devin:
zE 0w + %w

ox = 152Gz Vo)
zE ,0°w R
My =— 1-v2 (a_}’2+ v axz)’ )
M. = _ZE 0’w
XY 14v axoy !

Pentru intocmirea modelului matematic cu elemente finite se retin ecuatiile (28), care se pot sintetiza Tn urmatoarea
ecuatie matriceala,

[PI=[E][C] (31)

Cu:

[P1=[ MMy MyT, (32)

matricea eforturilor (momentelor);
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matricea rigiditatii la Tncovoiere a placii;
T
(34)

92w 92w 02w
[c]= | ]
dxZ  9y?2 d0x dy

matricea curburilor, notate si cu 1y, Iy, Iyy.
In cazul plicii plane (ryy = ©0), prin particularizari si transformadri ale ecuatiilor de mai sus, se obtine

ecuatia generald in deplasari
atw o*w atw
= (35)

2
+ —.
dx* 0x2 0y? ay* D

MEF-T.2.1.7 STAREA DE TENSIUNI DIN BARELE SOLICITATE AXIAL

Ecuatiile de baza ale teoriei elasticitatii pentru cazul barei cu sectiunea de arie A, incarcata cu forta

axiala centrica distribuitd n = n(x) (fig. 6), sunt:

- ecuatia de echilibru
n
[ U W P —
6_NZ =—-n—-pl (36) -;S- X dx 75
OX
: - N - NHN
- ecuafia geometrica - e PRt
ou
g, =— 37 .
“7 ox (37) Fig. 6
- ecuatia fizica
N =-E Ag, (38)

Ecuatia generala care descrie deformarea barei, cu luarea in considerare a fortelor de inertie, este

2
(39)

o°u
U+EA—+n=0.
P ox?

MEF-T.2.1.8 STAREA DE TENSIUNI DIN BARELE SOLICITATE
TRANSVERSAL (LA iINCOVOIERE)

Pentru barele solicitate la incovoiere in plan (fig. 7), relatiile de baza ale teoriei elasticitatii cu luarea in
considerare a ipotezei lui Bernoulli, au urmatoarele forme:

- ecuatia de echilibru,
o°M
=—p—pV 40

- ecuatia geometricd (a curburii),

10
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Inlocuind relatia (42) in (40), rezultd ecuatia generald de p
deformare a barei, M( i 3 M-+dM
5 dx
V+—(EI,)+p=0, (43)
P o E L) Fig. 7

cu luarea in considerare a fortelor de inertie, in care: Iy este momentul de inertie axial, ¥ - derivata de ordinul
doi a deplasarii n raport cu timpul (acceleratia) si p = p(x) - forta distribuita in planul xOy.

MEF-T.2.1.9 LUCRUL MECANIC SI ENERGIA DE DEFORMATIE

Pentru analiza structurilor mecanice deformabile, atdt cu metodele clasice (metode analitice) cat si cu
metodele modeme (metode numerice), folosirea teoremelor energetice reprezintd in multe cazuri o alternativa
mult simplificati. in cadrul mecanicii solidului deformabil, trecerea structurii de la o stare de echilibru la alta se
numeste deformatie. Prin deformatie, punctele de aplicare a fortelor care actioneazd asupra structurii se
deplaseaza, producand lucrul mecanic. Procesul deformatiei este guvernat de relatia

8U =3L+8Q (44)

in care U este energia interna totald, dL - lucrul mecanic elementar exterior si dQ - caldura elementara produsa
in timpul deformarii consecintd a frecarilor interne. Pentru structuri cu comportari elastice, cantitatea de
caldurd disipata este foarte mica, deci neglijabild ca valoare in relatia (2.44). Astfel, se poate considera ca tot
lucrul mecanic exterior de deformatie se transforma in energie internd, numitd in acest caz energia potentiala
de deformatie. Sistemul in acest caz este conservativ si se caracterizeaza prin faptul cd lucrul mecanic efectuat
la trecerea dintr-o stare la alta si revenirea la starea initiala este nul.

Lucrul mecanic exterior

Fortele (sarcinile) exterioare care incarca structura (v. fig. 1) si genereaza lucrul mecanic pot fi: forte
distribuite pe suprafata S, [ p 1= [ px Py Pz 1"; forte concentrate [ P] = Px Py P,]" si fortele masice [ g 1= g
Oy 9z }', distribuite in volumul V Admitand o variatie liniara a sarcinilor (fig. 8,a), cu deplasarile punctelor de aplicatie
aleacestora,[d]=[u v w]" expresia lucrului mecanic exterior este

Lj d]dA+j [d]dv +[P] [d] (45)

In cazul general, al dependentei neliniare dintre sarcina exterioara si deplasarea corespunzitoare (fig. 8,b),
variatia lucrului mecanic exterior este [Banet, 1981].

AL:8L+162L+... (46)
2

Neglijand termenii cu ordinul mai mare decat doi, variatia lucrului mecanic exterior, la o variatie a deplasarii
cu [8d ], este data de relatia

AL = [[p] [5d] dA+j [5d]dv +[P] [5d] (47)

Sp

11



Geometric lucrul mecanic exterior este reprezentat prin suprafata cuprinsa intre curba de variatie a sarcinii
or deplasarea (fig. 8, b) si axa asociata deplasarii.

Un sistem se numeste conservativ daca lucrul mecanic al fortelor aplicate (exterioare) si al fortelor
interioare este independent de starile de deformare intermediare, fiind dependent doar de configuratiile initiala
si finala a campului deplasarilor.

Energia de deformatie
Energia potentiala de deformatie specifica, in cazul structurilor cu stari de tensiune unidimensionale cu
comportare liniara (fig. 9, a), are expresia

o&
U, 5 (49)

si reprezintd energia acumulata de unitatea de volum in urma deformarii.
Volumul elementar dV al unei structuri spatiale acumuleaza energia potentiald de deformatie, data de relatiile:

dU:%[O']T[g]dV:%[g]T[O']dV=%[8]T[E][g]dV (50)
G P
‘g //// % ////
U AU L AL
5 . ad d

Fig. 8 Fig. 9

Energia potentiala de deformatie pentru intreaga structurd, cand nu exista stari initiale de tensiune ([o, ])
si de deformatie ([g ]), se calculeaza cu relatia

U =5(%[8]T[E][«?]Jr[é‘]T[Go]+[8]T[E][8O Dav (51)

Variatia energiei potentiale de deformatie, considerand deformarea infinitezimala [de ], are expresia

AU = ([o] [3e]av (52)

Starea de echilibru a unui sistem se poate analiza si prin intermediul energiei potentiale totale care
exprimatd in forma integrald este numita functionala.

Principiul lucrului mecanic virtual (deplasarilor virtuale)

Deplasarea virtuald, independentd de fortele aplicate structurii, are o valoare foarte mica (infinitesimala),
directia si sensul arbitrare. Totalitatea deplasarilor virtuale continue, care satisfac conditiile limita geometrice,
formeazi campul deplasirilor geometric admisibile. In calcul, parametrii virtuali sunt precedati de
simbolul 6, specific calculului variational.

Pentru un corp deformabil, incarcat exterior si cu anumite conditii de frontiera (limitd), lucrul mecanic virtual
al incarcarilor exterioare, este egal cu lucrul mecanic virtual interior (energia de deformare), pentru orice camp
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de deplasari virtuale, geometric admisibile.
Forma sintetica a acestui principiu

SL=5U (53)

dupa inlocuirea si aplicarea proprietatilor calcului variational, devine

JIpT [sdJoA+ [[g] [ Jav +[PT[5d]= [[o] [ Jav (54)

So

De importanta deosebita in practica inginereasca este reciproca acestui principiu. Conditia de egalitate a
lucrurilor mecanice interior si exterior, pentru orice camp de deplasari virtuale, geometric admisibile, este
necesara si suficientd pentru ca structura si fie in echilibru. In consecintd, pentru un camp de deplasiri geometric
admisibile finit, care satisface ecuatiile de echilibru, se determind deplasarile intr-un numar finit de puncte
rezolvarea sistemului ecuatiilor de echilibru in acele puncte.

MEF-T.2.1.10 TEOREMA EXTREMULUI ENERGIEI POTENTIALE

Potentialul total (energia potentiald totala) IT al unui sistem elastic conservativ deformabil se obtine
insumand energia potentiald de deformatie U si energia potentiald a fortelor exterioare V. Intre lucrul mecanic
L al fortelor exterioare si potentialul V al acestor forte existd dependenta V = - L. Astfel, expresia
potentialului total (functionala) IT este

M=U-L (55)

Tinandu-se cont de expresiile energiei de deformatie si a lucrului mecanic exterior aceasta relatie devine

J[ [T [ELe]+ [er[ao]—[eﬂE][eo]jdv— [T kA=l v -[PTle] )

\

Teorema directa a extremului energiei potentiale are urmatorul enunt;:

Dintre toale campurile deplasarilor geometric admisibile ale unei structuri stabile, care respectd conditiile
limita, acelea care satisfac ecuatiile de echilibru fac ca energia potentiala totala sa fie minima. Cel mai frecvent,
in practica, este folosita reciproca acestei teoreme:

Dintre toate deplasarile care respecta conditiile limitd, acelea care fac energia potentiala minimda satisfac
ecuatiile de echilibru. Deci, pentru starea de echilibru energia potentiala trebuie sa fie nula, adica

S =0 (57)
sau tinand cont de (53),

oU -oL =0 (58)
Relatiile (57) si (58), reprezinta expresiile matematice ale teoremei extremului energiei potentiale.

In plus, pentru indeplinirea conditiei de echilibru stabil a structurii - minim pentru energia potentiala - este
necesara si conditia

§°T1>0. (2.59)

MEF-T.2.1.11 TEOREMA LUI HAMILTON

Analiza dinamica a structurilor mecanice, spre deosebire de solicitarile statice, considera parametrii fizici
(deplasari, viteze, deformatii, tensiuni, sarcini interioare si/sau exterioare) dependenti de timp. Pentru
fundamentarea matematica a tehnicilor de calcul de analiza dinamicd cu elemente finite se pot folosi si
procedeele variationale care au la baza teorema lui Hamilton, cu urmatorul enunt: dintre toate miscarile posibile

13



ale punctelor structurii, care respecta conditiile limita si initiale, acelea care in intervalul de timp At=ty-1;,
fac ca valoarea functionalei

S =T(EC —I)dt (60)

4

sd fie minimd, satisfac conditiile de echilibru.
In relatia (60), E. este energia cinetica totala cu expresia,

E, :% \J/'p[dﬂd]dv , (61)

in care [ d ] este matricea vitezelor (derivata in raport cu timpul a matricei deplasarilor) si p - densitatea
materialului.
Folosind calculul variational, teorema lui Hamilton se scrie sub forma,

85 =0. (62)
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