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MEF -All.1.2.1 DEFINIREA PROBLEMEI

Problema 2. Se consideri o structura simpla din bare articulate in plan (fig. 1).  In acest caz se observi
ca deplasarile si fortele nodale ale structurii se definesc in raport cu sistemul global xQOy.

Fig. 1 Structura de bare: a-model real; b-model de analiza cu elemente finite discrete
Date initiale: 1=2000m, A}?=0.01/0.02; E=2.e11; 1(0,0), 2(-1,1), 3(1,1)

MEF -All.1.2.2 ADOPTAREA MODELULUI DE ANALIZA SI A METODEI DE
GENERARE A MODELULUI NUMERIC

Procedeele folosite frecvent pentru deducerea modelului numeric al elementului finit sunt structurate in
patru metode: directd, variationald, reziduurilor ponderate si energetica.

In cazul aplicatiei definitd mai sus avand in vedere simplitatea structurii incarcata static se adoptia metoda
directa. Aceastd metoda, derivatd din mecanica structurilor pe baza formularii matriceale a metodei
deplasarilor, a creat, incepand cu anul 1959, premisele trecerii la MEF. Metoda directa este rar utilizata datorita
generalitatii restranse desi este caracterizatd de un nivel ridicat de sugestivitate. Metodele matriceale in
deplasari au la baza teoremele lucrului mecanic virtual, conservarii energiei, conservarea masei etc.




MEF -All.1.2.3 MODELAREA NUMERICA

Pentru obtinerea modelului numeric cu elemente asociat
comportarii structurii la deformare elastica se parcurg etapele:
a. Ecuatii de echilibru ale elementelor componente
Formularea prin metoda deplasarilor
In coordonate locale elementul din fig. 2 are o comportare unidirectional
similar cu elementele din fig. 1 cu matricea de rigiditate data de relatia,
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In coordonate globale aceasti relatie are forma,
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Pentru determinarea valorilor elementelor matricei [ke] in coordonate globale se determina relatiile de
transformare a deplasarilor (fig. 2),

U =u,cosa’ +v,sina’,

Vv, =—Uu,sina® +v,; cosa’,

U, =U,cose’ +v,sina’, 3)
Vi
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=—u, sina® +v,; cosa
si ale fortelor nodale,

P*=F;cosa’ +F;sina”,
P’ =F;cosa’+F;sina®,

cu urmatoarele forme matriceale extinse,
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respectiv,
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si sintetice,

ja° =T |

respectiv,

la°]=]a, |
Prin inlocuire rezulta,

ke Il [= o,
[k IrTa: J=[a: ]
k5, ez = o,

(cosa®)? cosa®sina®  -(cosa®)’®  -cosa®sina®
[ke] e cosa®sina®  (sina®)? -cosa’sina®  -(sina®)?
Y -(cosa®)®  -cosa’sina®  (cosa®)’ cosa®sina®
-cosa®sina® - (sina®)? cosa®sina®  (sina®)?

Ecuatiile de echilibru ale fortelor din nodurile 1, 2 si 3 (fig. 3) sunt:
Fe+Fa=0, P,+F;-P=0,
F,-F.=0, F,-F,=0,

X

Fs—Fs=0, F3—-F;=0.
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Relatiile de mai sus personalizate pentru cele doud elemente (e =1,2)
precum si relatiile (7), (8), (9) formeaza un sistem algebric liniar de
ecuatii cu necunoscute, deplasarile nodale, v; , i=1,...,5, fortele interne si
reactiunile din reazeme.

Pe de alta parte, algoritmul de formare a sistemului de ecuatii in
vederea generalizarii precum si facilitarii implementarii sub forma de
programe se poate Tntocmi mai structurat prin urmatoarele etape:

- Ecuatiile elementelor componente

Relatiile transpuse in forma matriceald extinsa si sintetica reprezinta
ecuatia de comportare a elementului e, in care apare matricea de rigiditate
a elementului, matricea deplasarilor necunoscute si, respectiv, matricea
fortelor. Aceste seturi de ecuatii luate separat se constituie ca sisteme
algebric nedeterminat de 2 ecuatii cu 4 necunoscute.

Astfel, se scrie pentru cele 2 elemente urmatoarele matrice:
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b. Ecuatia de comportare a sistemului
Determinarea deformatiilor, fortelor interne si tensiunilor
Din relatia,
e

e e e e
& =(U;-u)/l=(u;cosa’+v,;cosa” —U,cosa” +V, cosa’)/l,

se obtine,

u
_ _ v

e® =[-cosa® -sina’® cosa® sina®]
u
v

e* =[B°][d,]
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MEF-AIl.1.2.4 ALGORITMIZAREA SI PROGRAMAREA iN MATLAB

Date de intrare

1.

Introducerea datelor
Datele de intrare care descriu parametrii modelului de analiza
Datele de intrare necesare pentru descrierea structurii idealizate, in vederea modelarii cu elemente finite,

se pot sintetiza In patru grupe.

Parametrii care dau informatii generale despre structura de analizat si matricele de rigiditate au

urmatoarele notatii, valori si semnificatii:

a.

b.

C.

d.

Date generale despre structura

ne = 2 - numarul de elemente finite ale structurii;

nn = 3 - numarul de noduri ale structurii;

[cn ]ne2=[1 2; 1 3] — matricea de conexiuni a elementelor finite ale structurii, care se completeaza cu
numerele nodurilor elementelor finite conform modelului de analiza;

Date despre proprietatile fizice ale elementelor elastice

[ re Jne = [2.10" 2.10M ] — matricea rigiditatilor elementelor elastice contine valorile rigiditatilor
arcurilor in N/m?.

Date despre incarcarea structurii

[FNn]on=[0 -1000 O O O] — matricea incarcarilor nodale contine valorile fortelor, exprimate in N, care
actioneaza 1n noduri cu respectarea sistemului de coordonate global.

Date despre conditiile limita

[dI]sn=[1 O 1 O 0] — matricea conditiilor limita contine valori egale cu 1 pentru deplasarile nodale
nule (cunoscute) si egale cu 0 pentru deplasarile nodale necunoscute.

Date generale despre structuri

MNumarul de elemente finite ale atructurii ne=z
Mum&rul de noduri ale structurii nn=3i
Matricea de conexiuni cn=[1 2; .... ne]=[1 2:1 3]

Date dezgpre geometria structurii

Matricea absciselor nodale Gxy=[=x1 wvl1; ....nn]=[0 0;-1 1:1 1
Date despre sectiunile barelor

Ariile sectiunilor harelor Arig=[Al AZ ....ne]=[4e-4 Ze-1]
Date dezpre caracteristicile mwaterialelor harelor

Modulele de elasticitate Model=[El E2 .... ne]=[2ell Zell]
Date despre incdrcarea structurii in noduri

Matricea incarcarilor nodale Foexy=[Fxl1 Fyl: ... nn]=[0 -1e5;0 0;:C
Date despre conditiile limitd

Matricea conditiilor limitd dl=[0f1 0f1; ... nn]=[0 0;1 1;1 1]

Datele care descriu parametrii modelului numeric

Parametrii care descriu modelul numeric in legaturd cu matricele de rigiditate asociate elementului finit

si structurii sunt calculate in modulul de mai jos.

Matricea de identificare se genereaza pornind de la matricea de conexini In vederea identificarii

pozitiilor valorilor elementelor matricelor de rigiditate elementale 1n matricea de rigiditate a structurii in
vederea Insumarii succesive (asamblare). In cazul acestei aplicatii numarul de grade de libertate pe nod, ngl = 1,
matricea de identitate este identica cu matricea de conexiuni.



Linii de program Valori variabile

% Parawetrii modelului numeric
nne=2; snumarul de noduri ale elementului finit de referinta z
ngl=1; *numarul gradelor de libertate ale unui nod =
necel=nne*ngl; 3dinensiunea matricel de rigiditate elementale
necs=nn*ngl; *dimensiunea matricei de rigiditate a structurii 4
[
3 Parametrii geomwetrici [lungimile barelor, sin gi cos)
for i=l:ne
Lunii)=sgrt{iGxy(cnii,2),2)-6xy(cnii, 1), 2} ) "2+ (Guyien(i,2), 1) -Guyicnii, 1), 1)1"2); 1.4142 1.4142
sinalfa(i)l= [((Gxvicn(i,2)1,2))-CGuylcn(i,1),2) ) /Lunii);
cosalfalil= ((Gxvicnii,2),1))-Gxyicn(i, 1),11)/Lun(i); 0.7ovl 0.7071
end -0.7071 o.7071

3Matricea de identificare
id=zeros (ne, necel) ;
for i=1l:ne
for j=1l:nne
for j1=0:ngl-1 1 2 3
id(i,ngl*j-jl)=ngl*cn(i,j)-j1; 1
end
end
end

Matricele de rigiditate ale elementelor finite si asamblarea

% Matricele de rigiditate ale elementelor i structurii
% Initializarea matricel de rigiditate & structurii
K=zeros (necs):
for i=l:ne
% Matricea de transformare a elementului i

T=[ cosalfa(i) sinalfa(i) u] u] H
—sinalfa(i) cosalfaii) u] u] H

u] u] cosalfa(i) sinalfaii):
u] [u} -zinalfa(i) cosalfal(i)] -

%t Elementele matriceil de rigiditate ale elewmentului i in sist. local
re(i)j=Airia(i)*Model (i) /Lun(i); % rigiditatea elementului i
tMatricea de rigiditate a elementului i

kel=[re(i) u] —re (i) o:
a a a o:

—re (i) u] re(i) o:
a a a o1:

Matricea de rigiditate a elewentului i in sist. global
ke=T! *kel*T:
% Matricea de rigiditate a structurii

o

for m=1:necel
for j=1l:necel
Efid{i,m),id{i,3))=Ei{idi{i,m),id{i,J))+keim, )
end

end

end

Calcul valorilor elementelor unei matrice de rigiditate si transferarea acestora in matricea de rigiditate a
structurii se realizeaza in patru pasi: generarea matricei de transformare [ T ], generarea matricei elementului
finit in coordonate locale, generarea matricei elementului finit in coordonate globale si asamblarea acesteia prin
insumarea valorilor elementelor cu valorile corespunzatoare din matricea de rigiditate a structurii {inand cont de
matricea de identitate. Aceastd succesiune se repeta pentru cele patru elemente finite ale structurii. Astfel, se
evidentiaza matricele de rigiditate obtinute precum si evolutia valorilor matricei de rigiditate prin asamblare.



Elementul finit
1 2
[T] -0.7071 0.7071 0 0 o.7071 o.7071 o o
-oLrdTr 0.l o o -0.7071 0.7071 D D
D o -nroT D.7071 0 0 0.7071 0.7071
o 0 -0.7071  -0.7071
] ] -0.7071 0.7071
k 5.6569 0 -5.8589 ] 2.B284 o -2.8284 o
[ 1.0e+007 * a o a 0 [} [} a [}
-2.8284 a 2.8284 a
-5.6569 ] 5.6569 0 1.0e4007 * a a a a
0 ] 0 0
[kxy] 1.0=+007 * 2.8284 -Z.5284 -2.8284 2.58284 1.4142 1.4142  -1.4142  -1.4142
-z.82684 2.5284 2.8284 -z.02684 1.4142 1.4142  -1.4142  -1.4142
-z.8284 2.6284 2.8284  -2.5264 1.0e+007 * -1.4142  -1.4142 1.4142 1.4142
2.8284 -z.8284 -2.B8284 z.5284 -1.4142  -1.414z2 1.4142 1.4142
[K] Q
4.2426 -1.414= -2 .8284 2.82504 -1.414=2 -1.414= 0
-1.4142 4.2426 2.8284 —-2.8284 -1.4142 -1.414=2 —100000
-2.8284 Z2.8284 Z2.8284 —-2.8284 u] u] 0
1.0e4+007 * Z.82584 -2.8284 —-2.8284 Z2.8284 u] u] 0
-1.414z2 -1.414z2 o o 1.4142 1.4142
-1.414= -1.414zZ o o 1.414=2 1.414= 0
u]

Introducerea fortelor

Deoarece incarcarile sunt forte concentrate In noduri si structura are un singur grad de libertate, matricea
incarcarilor este egald cu matricea transpusa a fortelor nodale.

Rezolvarea numerica a sistemului din relatia se face in trei faze. Prima, presupune eliminarea ecuatiilor
care contin necunoscutele, fortele de reactiune, avand la baza vectorul cunoscut al conditiilor limitd. A doua
faza, implica determinarea necunoscutelor principale, deplasarile nodale prin rezolvarea sistemului algebric
obtinut la prima etapa. Cea de treia fazd presupune determinarea celorlalte necunoscute, fortele de reactiune si
fortele interne, in acest caz. Cele trei faze sunt explicitate, in continuare.

% Matricea inc&rcarilor (termenilor liberi)
for j=1l:nn

Qi2*%3-1,11=Focxv(i,1);

Q2% ,11=Fcxyi(i,2):
end

Introducerea conditiilor limita

Din considerente de pragmatism de lizibilitate si programare eliminarea ecuatiilor care confin
necunoscutele din matricea termenilor liberi, deci pentru obtinerea singularitatii, se personalizeaza cu zero
valorile elementelor liniilor si coloanelor care sunt asociate cu deplasari nule prin datele de intrare mai putin
cele diagonale care se indexeaza cu valoarea 1. Pentru a se conserva matricea de rigiditate, pentru a fi folosita
ulterior, operatia de implementare a conditiilor limita se face pe matricea [K1] prin intermediul valorilor
cunoscute ale matricei conditiilor limita [dI].




% Introducerea conditiilor limicd
% Matricea de indexare a conditiilor limit&
ii1=0;
dli==zeros(necs,1):
for i=l:nn
for j=1:ngl
il=id+1:
dll{ily=dl(i,3):

end
end
K1=K; j(Conservarea mwatricei de rigiditcate
for i=1l:necs
if d11({i) ~= 0O;
for j=l:necs
Eli(i,j)1=0:
end
for il=l:necs
Eii{il,i)=0:
end
Klii,i)=1;:
end
end
[ K1] [dI1] Q
4.2426 -1.4142 a a a a ] o
-1.4142 4.2426 ] ] ] ] ] 100000
o o a.aoao o o ] 1 u
1.0e+007 = 0 0 0 0.0000 0 0 1 o
0 0 0 0 0.0000 0 1 o
o o o o o 0.ooao 1 o
Rezolvarea modelului numeric
In urma rezolvirii sistemului rezulti matricea deplasarilor.
Calculul necunoscutelor secundare
(Determinarea fortelor
(Forte nodale [(externe + interne)
F=EK*d;:
¥ Tensiunile din hare
for i=l:ine
B =[-cosalfali) -zinalfali) cozalfal(i) sinalfa(i)] /Lunii):
Ten=s(i) = Model (i) *B*[d{2*cn(i,1)-1) A{2¥*cn(i,1)) d(2¥%cnii,2)
Date de iesire (rezulate)
tRezultate, prezentare tabelar
t='! Nr. nod Deplas dupa x Deplas dupa v Forta (ext/rect)dupa = Forta (ext/rect)dupa v'; dispit):
for i=l:nn
t=sprintf('%5g %18y %14g %24g %24g',i,di2%i-1),d(2%1), Fi2*i-1), F[{Z%i)); dispit):
end
dispi' "1z
t=! Nr. elew. Forta internd Tensziunea'; disp(t):
for i=l:ne
t= gprintf{'s5y %17y %18g',i,ef({i),ten=s(i)): dispit):

end
Nr. nod 1
-0.000541794
u]
u]

W
-0.00252538
]
]



Nr. elem. MNii N/
=707 10.7 Tovi0.v
=7o710.7 To71i0.v



