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MFF-AL.3.1.1 INTRODUCERE

MEF a aparut si s-a dezvoltat rapid, ca urmare a aparitiei calculatoarelor numerice cu capacitati mari de
stocare si viteze mari de lucru. Acestea au permis inginerilor rezolvarea, prin calcul numeric aproximativ, a
unor probleme tot mai complexe si dificile privind evaluarea deformatiilor si tensiunilor mecanice,
temperaturilor, presiunilor, vitezelor etc., in conditiile unor materiale diversificate, avand comportament liniar
sau neliniar, cu conditii limita complicate si cu actiuni externe staionare sau nestationare.

Existd un mare numar de programe performante de calculator, generalizate, destinate rezolvarii
problemelor din domenii diferite. Aceste probleme confin un numar mare de instructiuni, necesitd calculatoare
cu memorii §i viteze de calcul mari, sunt foarte scumpe si necesita instruiri speciale ale personalului utilizator.

In practici se intdlnesc frecvent probleme specifice, pentru a ciror rezolvare nu se justifici
achizitionarea de programe generalizate §i pentru care ,meritd” sd se intocmeascd programe specializate mai
mici, relativ usor de elaborat, testat, exploatat si care realizeaza timpi de calculator acceptabili.

Deoarece cunoasterea conceptelor de bazd ale teoriei metodei elementelor finite, nu este suficienta
pentru intocmirea unui program de calculator, in continuare se vor urmari pas cu pas, etapele necesare
intocmirii acestuia, pentru cazul unei probleme de analiza structurilor plane. Ideea ca partea de intocmire a unui
program de calculator sa fie realizata de catre un specialist programator nu este intotdeauna oportund, deoarece
acesta trebuie sa cunoasca in detaliu concepte de bazd ale MEF si mai ales trebuie sa cunoasca bine ipotezele si
principiile domeniului problemei de rezolvat. Ideal, pentru realizarea unui program care are la baza MEF, este
necesar ca specialistii in domeniul problemei de rezolvat sa colaboreze cu specialistii in informatica. Pentru
buna colaborare a acestora, este necesara instruirea interdisciplinard in domeniile ingineriei si informaticii.

MFF-Al1.3.1.2 ETAPELE UNUI ALGORITM DE MODELARE SI REZOLVARE CU
MEF

La elaborarea unor programe care au la baza MEF, trebuie sa se {ind cont, pe cat posibil, de urmatoarele
cerinte:
» organizarea modulara a programului, dupa un algoritm care sa-i confere generalitate si posibilitate de
dezvoltare;
» necesitatea unor subprograme, pentru testari privind corectitudinea datelor de intrare si limitarile
introduse de program, care in caz de eroare atentioneaza utilizatorul,
» elaborarea unor subprograme pentru necesarul de resurse hardware si necesarul de memorie;



» posibilitatea integrarii si colaborarii programului de intocmit In programe mai mari si, respectiv, cu alte
programe.
» Pentru o mai bunad intelegere a etapelor principale necesare la intocmirea unui program, care are la baza
metoda elementelor finite, se considera mai multe exemple.
Etapele principale ale algoritmului de rezolvare a problemelor de analiza structurilor plane sunt
sintetizate in schema din fig. 1. In continuare, se prezinti aceste etape neinsistindu-se asupra aspectelor de
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MFF-AL.3.1.3 INTRODUCEREA DATELOR

Pentru a se putea evidentia clar etapele algoritmului, se discretizeaza structura folosind elemente finite
de tip patrulater numai cu noduri exterioare primare. De asemenea, in acelasi scop se considerd un numar
minim de elemente finite. In fig. 2. se prezinti structura idealizati prin discretizare, raportati la sistemul de
coordonate global xQOy.
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Datele de intrare necesare pentru descrierea structurii idealizate, in vederea modelarii cu elemente finite,
se pot sintetiza 1n cinci grupe.

a. Date generale despre structuri si matricele de rigiditate. Parametrii care dau informatii generale
despre structura de analizat si matricele de rigiditate au urmatoarele notatii, valori si semnificatii:

- nne =4 - numarul de noduri ale elementului finit de referinta;

- ngl = 2 - numarul gradelor de libertate (necunoscute) ale unui nod, care in cazul exemplului considerat
sunt deplasarile liniare u i v dupa axele sistemului global (fig. 3);

- ne = 2 - numarul de elemente finite ale structurii;

- nn =6 - numarul de noduri ale structurii;

- [cndanene = [(en(L,)),j = 1,nne] = [(1, 2, 3, 4), (3, 2, 6, 5)] — matricea de conexiuni a elementelor finite
ale structurii, care se completeaza cu numerele nodurilor elementelor finite respectand sensul antiorar;

- necel = nne * ngl = 8 - numarul de linii (coloane) ale matricei de rigiditate a elementului finit (ordinul
matricelor de rigiditate ale elementelor finite);

- nec = nn * ngl = 12 - numarul de linii (coloane) ale matricei structurii (ordinul matricei de rigiditate a
structurii);

- Iband = ngl (1+ max((| cn(i,j) — cn(i,j + 1)|,j = L,nne -1), i = 1,ne) = 10 — latimea semibenzii matricei
de rigiditate, data de produsul dintre diferenta maximd a numerelor din perechile posibile cu numerele
nodurilor elementelor finite i numarul gradelor de libertate corespunzatoare unui nod.

Latimea semibenzii, astfel definita, se calculeaza cu subprogramul LBANDA din fig. 4.

Procedure LBANDA (var ne,nne,lband,ngl:integer;cn:mat2);
{type matl=array{l..ne,l..nne] of integer;}
var 1,73,33,dif:integer;
begin
lband:=0;
fer i:=1 to ne do
for j:=1 to nne-1l do
for ij:=1 to nne do
begin
dif:=abs(cnf{i,j]l~cn{i,jjl}:
if dif > lband then lband:=dif;
end;
lband:=ngl+ngl* lband;
end;

Fig. 4

Pentru realizarea unei latimi minime a semibenzii, este necesar ca numerotarea codurilor structurii sa se
faca in asa fel incat diferenta din relatia de definire a semibenzii sa fie minima. Astfel, pentru structura
din fig. 3 numerotand nodurile ca in fig. 5, rezultd Iband = 8. Unele programe de calcul au subprograme
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speciale de renumerotare a nodurilor structurii, in vederea realizarii unei
latimi minime a semibenzii si deci a avantajelor rezultate din aceasta.
Date despre geometria structurii. Aceasta se poate descrie cu ajutorul
urmatorilor parametri:

[ Xg Jonn = [xg(i), I = 1,nn] = [X1 X2..Xnn] = [100 50 50 100 O 0] —
matricea absciselor nodurilor structurii;

[ Y9 Jomn = [yg(), I = 1nn] = [y1 Yo..ynn] =[10 18 0 O O 70] -
matricea ordonatelor nodurilor structurii;

h =5 — grosimea placii (fig. 2)

Date despre incarcarea structurii. Considerarea incarcarii structurii se
poate realiza prin urmatorii parametri: .
[ Jnec = [fc(i), 1 = Lnec] = [fxq fys ... Xan fynn] =[-500 0 0 0 0 0 Fig. 5

0 0 0 0 0 0] — matricea componentelor, dupa axele sistemului de coordonate global, ale fortelor
concentrate nodale;

[Plinec = [p(D), = 1,nec] = [pX1 PY1 .- PXnn PYnn] =[0 -5 0 -10 0 0 0 O O O O O] — valorile
componentelor incarcarilor distribuite, din planul structurii, considerate in nodurile de frontiera in care
actioneaza.

Descrierea cu acuratete marita a incarcarilor neuniform distribuite presupune considerarea unui numar marit
de noduri in zona de actiune a acestora.

d.

Date despre conditiile limita. Conditiile limitd geometrice se cuantifica prin inlocuirea In matricea
deplasarilor nodale corespunzatoare nodurilor structurii a valorilor deplasarilor nodale cunoscute
(inclusiv cele nule). In cazul problemei din exemplul considerat, formele sintetica si extinsa ale matricei
deplasarilor nodale, cu considerarea valorilor deplasarilor nodale cunoscute, sunt:

[d]1 nec = [d(i),i=1,nec] = [U1 V1 ... UpnVan] = [X XXX XXX X 0000],

in care cu x s-au notat valorile necunoscute ale deplasarilor care urmeaza a fi aflate. Numarul minim al
deplasarilor nodale nule trebuie sa elimine miscarea generald a corpului solid. Pentru structura plana,
numadrul minim al deplasarilor nodale nule este 3. Corelat cu matricea deplasarilor nodale de mai sus,
pentru usoara identificare a deplasarilor se genereaza matricea:

[el]y nec= [el(i), i=1,nec] =[000000001111],

care ia valori egale cu 1, corespunzator deplasarilor cunoscute si valori nule, corespunzator deplasarilor
necunoscute.

Date despre proprietitile fizice ale materialelor. in cazul exemplului considerat, cu structura realizati
dintr+un singur tip de material, este necesar sa se cunoasca urmatoarele date:

neps = 3 — dimensiunile (ordinul= matricei de elasticitate corespunzatoare problemei particulare
aplicatd in cazul acestui exemplu;

el=2,1°¢ 10°— modulul de elasticitate longitudinald al materialului structurii, in MPa,

cp = 0,3 — coeficientul (contractiei transversale) Poisson al materialului structurii,

dens = 7800 — densitatea materialului structurii, in kg-mg;

g = 9,8 — acceleratia gravitationala, im m-sz;

[Elineps = [(E(1,j).j=1,neps), i=1,neps] — matricea de elasticitate pentru starea plana de tensiuni,
calculata cu subprogramul MAT _E din fig. 6.

Datele de intrare despre structura se stocheazd in memoria auxiliard (fixd) a calculatorului cu posibilitatea
de citire, modificare si scriere.

Procedure MAT E(var El,cp:real;E:mat3);
{type matS=array([l..neps,l..neps] of real;}
var el:real

begin
el:=El/ (1-cp*cp);
E[l,1]:=el;E[1,2):=el*cp;E{1,3]:=0;
E[2,1]:=E[1,21;:E{2,2):=R[1,11;E[2,3]:=0;
dEE3;1]:=0;E£3,2]==0;E[3,3]:=e1*(1~cp)/2;
end;

Fig. 6



MFF-AL.3.1.3 MATRICEA DE RIGIDITATE A ELEMENTULUI FINIT

In cadrul acestei etape se pune problema explicitarii matricei de rigiditate a elementului finit la general
care urmeaza sa fie evaluata pentru fiecare element finit in parte. Pentru aceastd problema matricea de
rigiditate elementala are forma,

[k*]= [[e] [E]Blav (1)

Pentru calculul acestei integrale este necesar s se cunoasca matricea de transformare deformatii-deplasari
[B] s1 volumul dV.

Modelarile geometrica si a parametrilor fizici (deplasarile nodale) necunoscuti s-au realizat avand la baza
elementul finit ,,parinte” de tip patrulater, in coordonate locale naturale, cu ajutorul relatiilor:

KEm) = SN Enx,

s )
Y& m =2 Ni(Em)y,
si respectiv,
u;(&,m) = ZNi(é:vU)Uiv
N ©)

Vi(gaﬂ):ZNi(gyﬂ)Vi’

in care X;,Y; s1 U;, V;, cu1=12,....4, reprezinta coordonatele nodurilor si, respective, necunoscutele nodale,
corespunzatoare nodurilor §i, respective, necunoscutele nodale, corespunzatoare unui element finit oarecare:

N, (£.77) =%(1—§)(1—77), N, (£,7) =%(1|+§)(1—77),

1 1 4)
Ns(ﬁ,n)=§(1+§)(1+f7), N4(§,77)=§(1—§)(1+77)

reprezintd functiile de forma asociate elementului finit ,,parinte” considerat.
Determinarea elementelor matricei [B] se realizeaza pornind de la derivatele partiale

ou ou ov ov

Deoarece parametrii fizici necunoscufi sunt modelati luand ca variabile independente coordonatele locale
& 1 pentru determinarea derivatelor partiale de mai sus, se porneste de la relatiile:

u_oudx au gy
oE  ox o0& oy o&’ ©)
ou_ovox ov oy

on oxon oy on’

care, in forma matriceald, se pot scrie sub forma
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matricea Jacobi de transformare,

au ou
X | 14| 0
au =[J] Bl (8)
oy on

Elementele matricei Jacobi se calculeaza cu relatiile:

o _oN,
o& Fos "
2, ON,
QZZ_IYU
0§ 7 06
4 (9)
N
on Son "
0 2, ON,
_yzz_'yi’
on T 0n
in care:
N Loy, Beilay, oilany), e Loy,
o0& 4 o0& 4 o¢ 4 o0& 4
Mo lag Do larg Tocilargn Tecilaog
on 4 on 4 on 4 on 4
Determinantul matricei Jacobi (7)
|J|:g%_g%’ (10)
on o¢ 0S¢ on
dupa inlocuirea relatiilor (9), devine:
SN, &GON, G N, & oN,
=2 YD XD Vi) X% =
o on T 08 i1 06 " T On

(11)
ON, ON; oN, ON,
=ZZ(Yi(aT7 af 65 877 )Xi)

Aceasta relatie se mai poate scrie si sub forma,



3|=[y1 Y2 Yayal [a] [Xe X2 XaXa]',

in care, matricea [a] are termenii cu forma,

_oN,

oN,

CaN, AN,

a, =
' on o0&

Pentru functiile de forma considerate, matricea [a] este

al--

OOII—‘

Relatia (8), tinand cont de expresia inversei matricei Jacobi, devine

n-1
§-n -+
1-¢

0

oF on

1-n
0

E+1

au ¥y
x| 1l on o
au || o o
oy on 04
din care rezulta,
du_1dyou_dyau
ox I ‘onos o&on
du_1xou_oxau
oy || onos o&on

_iu“
o0& o 0¢

4 ON .
N _v Ty,
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g,
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0
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si relatiile (4.9), inlocuite in (4.16), determina expresiile:

ou_ 1
x m[
au i[
o P

v, V. Yalalu,

U,

u3 u4]T :gx1

X, % xJafu u,ougouJ

Similar, pornind de la relatiile:

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)



N _vox vy
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aplicand acelasi procedeu, rezulta:

ov 1
&Zm[ﬁ Yo Y3 Y4][a][u1 U, U u4]T’
ov 1

:_|[Xl X2 X3 X4 ][a][ul U2 u3 u4]T =8y'

EYRE

Inlocuind relatiile (19) si (20) in expresia matricei deformatiilor,

]| uavan v
OX oy 0y OX

rezulta relatia,

le]=Blu, v u, v, ug v, ou, v [

in care, elementele matricei [B]au expresiile:

B(1,2j-1) = ; |Zy a(i, j), pentruj=1,2,3,4;

B(1,j) =0, pentru1—2468'

B(2,2j) = - J: Zx a(i, j), pentruj=1,2,3,4;
=1

B(2,)) =0,pentruj=1,3,5,7;
B(3,)) =B(2,j+1),pentruj=1,3,5,7;
B(3,j) =B(1,j-1),pentruj=2,4,6,8.

(19)

(20)

(21)

(22)

Dezvoltand sumele si notdnd X —X, =X, i Y, =Y, = Y, elementele nenule ale matricei [B] devin:

B(L1) =B@B,2) = 8|J| (You + Y43 +1Y32),

B(13)=B(34) = @(Yﬂ +&Y34 +1Y14),
B@&=B@®=i%wu+@u+wux

B(L7)=B(38) = |J| (Y13 + o1 +1Y23),

B(2,2)=B(3)) = |1 | (Xgp + EXgq +17%53),

B(2,4)=B(3,3) = @ (X153 + &g +17Xq1),

1

B(2,6) = B(3,5) = o0

(Xaq + EXa1 +11%44),

B(28) = B(3.7) = ﬁﬁ&ﬁ&uﬂmﬂ o

(23)



Volumul elementar dV, avand in vedere ca grosimea structurii este constanta, se poate calcula cu relatia,

dV = hdx dy (24)
care transpusa in sistemul de coordonate local devine,
dV = hJ|d&dn. (25)

Prin inlocuirea acestei relatii in expresia matricei de rigiditate, se obtine

[k¢]=n[[BT [E]B]3[dedr (26)

Integrala din aceasta relatie se evalueaza cu metoda Gauss, folosind formula cu doua puncte Gauss si deci
matricea de rigiditate a elementului finit se poate calcula cu relatia

[k* J=ne wyw, [B(E )T [EIB(Em)]3 ()] +
wyw, [B(&m,) [ [EIB(E77,)]9 (&, )|+
wwi [B(&m) [ [EIB(Em)]9 (&) +
W, [B(&77,) [ [E]B(£,72,)]9 (£1,))

(27)

in care, coeficientii de pondere si coordonatele punctelor Gauss sunt: wi=W,=1 si, respectiv,

& =-0,57735,
n, =—0,57735,
S, =—¢1,
n, =M.

In fig. 7 se prezinta subprogramul MAT RIGI, care permite calculul elementelor matricei de rigiditate a
elementului finit, conform relatiei (27). Daca se utilizeaza alt tip de element finit, similar se poate dezvolta o
noud expresie pentru matricea de rigiditate a elementului finit si deci i un nou subprogram de calcul.

MFF-AL.3.1.4 FORTE NODALE ECHIVALENTE

Forte nodale echivalente sarcinilor distribuite, aplicate pe muchiile elementului finit

Echivalarea sarcinilor distribuite pe frontiera unui element finit, cu un sistem de forte concentrate in
nodurile elementului finit, se realizeaza egaland energia potentiald a celor doud cazuri de incarcare. In cazul
acestui exemplu, frontiera elementului finit este compusa din patru muchii.

Potentialul corespunzator unui element de arie de pe o muchie a elementului finit (fig.8, a) este dat de
relatia

dVp = - (px dA) u—(pydA) v, (28)
in care u,v §i px, Pv sunt componentele matricelor deplasare si, respectiv, sarcinii distribuite (presiune), Intr-un
punct M ales arbitrar pe muchiile elementului finit.

Daci deplasarile u si v ale punctelor muchiei sunt modelate in raport cu sistemul de coordonate naturale
& —naturale — in functie de deplasarile nodurilor muchiei uj » §i v12 — cu relatia,

MR A 9)



in care,

[N]{Nl 0 N, o]

0 N, 0 N,

(30)

Procedure MAT RIGL (var nne:integer;xi,vi,det:vectl;ke:mat;E:mat5;

h:real);
{type mat=array[l.
real;mat5=array[l..neps, 1,
var i,j,k,il:integer;
of real;B,cci:array[l..3,1
begin

{matricea ponderilor

G[1,1]:=1.0;G(1,2]:=1.0;G[1,3]:
G[2,11:=1.0;G[2,2):=1.0;:G[2,3]:
G{3,1]:=1,0:G{3,2]:=1..0:G[3,3]:
Gf4,1]:=1.0;G[4,271:=1.0;G[4,3]:

for i:=1 to 8 do
for j:=1 to 8 do kefi, 3] 1=0y
for il:=1 to 4 do

begin

csi:=G{i,3]eta:=G[1,41;

(
1
=-G[1,31;G[3,4]: --G[
=G[1,31;G(4,4]:=~5[1,3

.necel,l..necel] of real;vectl=array{l..nne] of
neps];}

G:array([l..4,1
) ..B} of real;d,csi,eta,de,x:real;

..4}0f real;a,crarray[1..8,1..8]

i punctelor Gauss, G}
:==0.57736;G[1,4]:=G[1

=-G[1,3]:;G[2,4]:=G(

{calculul determinantului matricei Jacobi, notat det}

af[l,11:=0;a(l,2):=(eta-1}/8;a([1,3}:=(casi~eta)/8;
afl,4]:=(l-eta)/8ral2,1]:=-afl,2]1:al2,2]:=0;
al2,37i=-{csi+l)/8;al2,4]:=(eta+cei}/B:a(3,1]:=-afl,3];
af3,2):=-al2,31:al3,3]:=0;al3,4]:=—(eta+l)/8;
24,1} :=-all,41;aid,2]:=—al2,4]:al4,3):=-a[3,4];al4,4]:=0;
det[il]:=0; '
for i:=1 to 4 do
begin
d:=0;
for j:=1 to 4 do
de=d+yi[jl*ali,j1;
dr=d*xili];
de:=de+d;
end;
det[11]:=de;
{calculul matricei B}
for i:=1 to 3 do
for j:=1 to 8 do
Bli,3]1:=0;
®x1=8*det[il];
B{l,11:=(yi[2]~yi{4]+csi* (yi[4]-yi[3])+eta* (yi[3]-yi{2])}/x;
B[1,3]:=(yi[3]-yi[l]l+csi* (yi[3]~yi[4])+eta* (yi(l]-yi[4])}/=:
B[L5]:ﬂ(yi[4] yil2]+cai* (yi[l]-yi[2])+eta* (yi(4]-vi[1]))/%;
B{i,7]:={yill]=-yi{3]+csi* (yil2]-yi[l})+eta*(yi[2]-yi[3]1}))/x;
N[1,1}:=(1-csi)*(l-eta)/2;N{1,3]:=(1+csi)*(l~eta)/2;
N[1,5]:={l+csi}*(l-eta)/2;N[1,7]::={1-csi)* (l+eta)/2;
N[2,2]:=N[1,11;N{2,4] :=N[1,3];N[2,6]:=N[1,5];
N[2,8]):=N[1,7];

{calculul produsulul matricelor: N transpusd si Bg}

for i:= 1 to 8 do
begin
ogim[i] e=0;

for k:=1 to 2 do gifi]: *q1[1]+N[k,

end;
{calculul integralelor}
for i:=1 to 8 do gim{i]
end;
end;

1

i}*Bglk];

cmgqim{i}+GIil,1}*G[1L,21*qifi)

Fig. 7

este matricea functiilor de forma, care pentru punctele muchiei se descriu cu ajutorul variabilei 7 (pe aceasta

muchie variabila £ =1), cu relatiile:

(31)
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Ppy2
25 Ppy1
prl
Y>v ‘ 1
0 3 4
a b

Fig. 8
Forma matriceala a expresiei energiei potentiale (28),

V, =-[[u V{EX}dA,

A y

(32)

folosind relatiile (29) si dA = h dL, devine,

Vohf, v, u, vz]{[N]T{EjdL.

(33)

Pe de altd parte, energia potentiald a sistemului de forte concentrate, echivalent fortelor distribuite (fig.
8, b), este

Vp:_[ul Vi U, Vv, i :[ul Vi U, VZ][PplZ] (34)
px2

Comparand relatiile (33) si (34), rezulta expresia matricei fortelor nodale echivalente

P.]= hJL‘[N]T[pX}dL.

b, (35)

Lungimea dL si proiectiile acesteia dx si dz, corespunzatoare muchiei incarcare cu sarcina distribuita, au
expresiile:

dL =/dx* +dy?,

OX OX 2, ON 4 ON
dx=—dé+—dn= Lx.d& + Lx.dn, (36)
o¢ on le 0¢ le on

oy oy & 0N, & 0N,
dy=—dé+—dn= y;dé + y;dn.
0¢ on ; oS Z_:

11



Deoarece pentru punctele muchiei cu sarcini distribuite d& =0, N3= N4 =0, din

oN, 1
on __E’
oN, 1 °
on "2

dupa inlocuire, expresia lungimii elementare dL devine,

HVEY VY
LV x1)2+(y2 v.) an="ay

unde, Lj, este lungimea muchiei pe care actioneaza forta distribuita.

Astfel, matricea fortelor nodale echivalente, (35), devine,

Ple Nl

P =hij N, {px}dn,
PPXZ 2 -1 N2 py

Ppyl Nz

de unde, rezulta relatiile de calcul ale fortelor nodale echivalente:

1

L
Py =h=% [Ny (7) p,d,
o

1

L
Ppyl = th;Nl(n) pyd77’

1

L
prZ = th’Nz(U) pxd771
-1

1

L
I:)py2 = h%J;Nz(U) pyd77’

relatia (31),

(37)

(38)

(39)

Pentru calculul integralelor de mai sus este necesard cunoasterea expresiilor componentelor fortei
distribuite pxy. In cazul MEF, si variatiile incarcarilor distribuite pe frontiera se aproximeazi cu functii simple,
similare sau chiar aceleasi cu cele folosite la modelarile geometrica si a parametrilor fizici necunoscuti. De
exemplu, pentru cazul structurii idealizate din fig. 3, se aproximeaza variatia sarcinii distribuite p, (px = 0) cu 0

variatie liniara, de forma,

py =C, +C,n.

(40)

Prin particularizarea acestei relatii, cu valori ale variabilelor corespunzatoare nodurilor muchiei

(n=-Lp, =p,;n=Lp, = Pp,,) se determina constantele ¢ ; si rezulta pentru py urmatoarea expresie

1-7 1+n

py = 2 py1+T pyz,

Dupa inlocuirea relatiei (41) in expresiile fortelor nodale, (39), si calculul integralelor, rezulta,

12

(41)



var xi,yi,pi,qgi,qgid :vectl;h:real);

{
1..nne, l .nne)] of real;}

Procedure FORTE D1
{type vectl= array[
T

var l:array[l. of real;
begin
l[l]:=sqrt((x;{2]~x1[l})*(x1[2 I{1])+H(yi[2]-yi[1])*(yi[2]—y
1[2] :=sqrt ((xi[3]-%1i[2]1)*( x;[BJ—x [2]J+(y1[3]—y1[2])*(yi{3]u3
1[3]):=sqre ((xi[4]-xi[3])*(x1[4]-x1[3])+(yi[4]~yi[3])*(yi[4]-y
1[4]=sqrt((xi[4]-x [11)*(x1 [4]-x1i[1])+(yi[4]-yi[1l])*(yi[4]~y
q;d{l]:=hfl{l}*(4*p1[1}+p1£2}+p1[4})/6,
qid[2]:=h*1[1]*(pi[l]+4~* pl{2]+pl[3])/6;
qid (3] :=h*1[1]* (4*pi[3]+pi(d]+pi[2])/6;
qid{1]:=h*1[1]1*(4*pi[4]+pi(1]+pi(3])/6;
end;

Fig. 8

hL
I:)pyl = 612 (zpyl + py2)1

(42)

hL
Ppy2 = 612 (2pyl + pyz)l

Subprogramul FORTE_D1, din fig. 8, permite calculul fortelor nodale echivalente, pentru cazul
simplificat prezentat mai sus. Algoritmul si subprogramul de calcul prezentat se poate dezvolta in directia
considerarii de forte distribuite oarecare, atat ca directie cat si ca tip de variatie. Astfel, pentru elemente finite
de tip patrulater neliniare, se pot realiza aproximari neliniare si pentru variatia incarcarilor distribuite.

Forte nodale echivalente fortelor masice

Fortele masice sunt forte care actioneaza in interiorul structurii i se concretizeaza ca forte de greutate
proprie si/sau ca forte centrifugale. Determinarea fortelor nodale echivalente fortelor masice se realizeaza prin
echivalarea energiei potentiale de deformare a structurii elementului finit sub actiunea celor doua tipuri de forte.

Potentialul de deformare a elementului de volum dV, din domeniul elementului finit din fig. 9, a, sub
actiunea fortei masice specifice B, cu componentele By, si By, se calculeaza cu relatia

dVg =-B,dVu - B, dW, (43)

in care u si v sunt deplasarile corespunzatoare centrului elementului de volum dV considerat. Din aceasta
relatie, dupa Inlocuirile si prelucrarile similare ca in cazul etapei precedente, pentru potentialul elementului finit
(4.43), se obtine expresia

BX
Veo=-hlu, v, u, v, u, v, u, V4]“N]T {B }dA (44)
A y
in care
N, O N 0 N 0 N 0
[N ] — 1 2 3 4 (45)
0 N, 0 N, O N, O N,
este matricea functiilor de forma, cu expresiile (4.4).
Sub actiunea fortelor nodale echivalente
[Pg ] = [ngl ngl ng2 ngz ng3 ng3 ng4 ng4]T ' (46)
energia potentiald de deformatie este
Vg = _[ul Vi U Vp, Uy V3ou, v, ]ngJ (47)
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Fig. 9

Din relatiile (44) si (47), rezulta matricea fortelor nodale echivalente,
7| B,
[P, ]=h[IN] {B }dA (48)
A y
sau tinand cont de relatia dxdy = |J |d§d77 , aceasta devine,

[P,]=n] [N]T[SX}IJIdédU- (49)

Aplicand metoda Gauss de integrare in doud puncte, se obtine

2 2 "B
AEDWRIANEN {B*}J@i,m)\, (50)

i=1 j=1

unde coeficientii de pondere, wij si coordonatele &,7;au valorile conform tab. 1. in cazul exemplului
considerat By = 0 si Bz = -pg.

Subprogramul FORTE_M1, fig. 10, permite calculul fortelor nodale echivalente fortelor masice,
folosind relatia (50).

Si in cazul fortelor masice sunt posibile mai multe relatii de echivalare si programe corespunzatoare, in
functie de tipul elementului finit sau in functie de tipul si forma de variatie a fortelor masice.

Daca discretizarea se realizeaza folosind elemente finite triunghiulare (fig. 10,b) raportate la sisteme de
coordonate L naturale, integralele din relatia fortelor echivalente se pot calcula cu formula,

o Biy! Tab. 1
[utda= DV ope Elemente | Noduri
X (@+f+y+2) finite i j k
1 1 3 2
Astfel, cand se iau in considerare numai fortele de greutate (fig. 2 2 3 4
10,b), relatia (48) devine, 3 4 3 5
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Procedure FORTE_M1 (var Bg:vect3;qgim:vectd);
{type vect3=array(l..2] of real;vectd=array[l..8] of real;}

var i,j,il, k:integer;G:array{l..4,1..4] of real;N:arrayfl..2,1.

of real;girarray(l..8] of real;csi,eta:real:;

begin

{matricea ponderiler si punctelor Gauss, G}
G[1,1):=1,0;G(1,21:=1.0:G[1,3]:=-0.57736:G(1,4]:=G[1,3]:
G(2,1}:=1.0;G[2,2]:=1.0:G[2,3]:=-G[1,3];G[2,4]:=G[1,3];
G[(3,1]:=1.0:G[3,2}:=1.0G;G[3,3):=-G{1,321:G[3,4]):=-G[1,3]:
G[4,1]1:=1.0;G[4,2}:=1.0;G[4,3}:=G{1,3]:G[4,4]:=-G[1,3];
for i:=1 to 8 do gim[i]:=0;
for il:=1 to 4 do

begin
csi:i=G{i,3);eta:=G[1,4];

{calculul elementelor matricei N }
for i:=1 to 2 do
for j:=1 to 8 do N{i,q]:=0;

N[l,1):={1-csi)*(l-eta)/2;N[1,3]:={1+csi)*(1l-eta)/2;
Nf1l,5]:=(1l+csi)*(l-eta)/2;N[1,7]:=(1l~csi)*{l+eta)/2;
N[{2,2}:=N{1,1]):N[2,4]:=N[1,3];N[2,6]}:=N[1,5];
N{2,8]):=N[1,7]:

{calculul produsului matricelor: N transpusi $i Bg}
for i:= 1 to 8 do

begin '

. gim[i] :=0;

dfor k:i=l to 2 do gi{i]:=gi{i])+N[k,1i1*Bg(k):
end;

{calculul inteqralelor}

for i:=1 to 8 do qim[i] :=qim{i]+G{il, 1]1*G[il,2]*qi[i];

end;
end:

P J-of

[LdA=
.
[L.dA=
¢

[L,dA=
o

Fig. 10
L, 0] 0]
0 L L
L, 0 O 0
2 { }dA:—pgh.f dA
0 L,|-pg L,
L, O 0
0 L, L, |
10101
10O, e 1
3 3
101
ool e L e
3 3
10n1
oont e 1 e
3 3

si inlocuind aceste relatii in matricea fortelor nodale echivalente (51) aceasta devine,

Jo1 1 17
[P, ]= pgha {o 3050 —]

(53)

3
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MFF-AL.3.1.5 MATRICEA DE RIGIDITATE A STRUCTURII

Operatia de asamblare se realizeaza cu ajutorul matricei de identificare, ale carei elemente indica pozitia
elementelor matricei de rigiditate a elementului finit in matricea de rigiditate a modelului numeric global.
Elementele matricei de identificare se pot calcula cu relatia,

[id e necer = [(id (i, j), j =1 necel ),i =1,ne]=[(ngl -en(i, j1)— j2), j2 = ngl —1,0)j1=1ne].

Acest calcul este realizat de subprogramul MAT _IDEN, din fig.11. Pentru cazul exemplului considerat,
matricea de identificare rezulta,

lid],, =[(id(, j), j =1.8),i =1,2] =[(12345678 ),(5634111291 0)].

Asamblarea matricelor de rigiditate ale elementelor finite se poate realiza intr-0 matrice de rigiditate
patratica cu ordinul (nec) sau intr-un mod mult mai economic Intr-o matrice dreptunghiulard cu ordinul (nec,
Iband). Procesele de asamblare in cele doua cazuri se pot realiza cu subprogramele ASAMB si, respectiv,

Procedure MAT IDEN (var ne,nne,ngl:integer;var id:matl;var cn:mat2);
{type matl=array[l..ne,1l..necel] of integer;mat2=array[l..ne,
1..nne] of integer;}
var 1i,73,jj:integer;
begin

for i:=1 to ne do

for j:=1 to nne do
for jj:= ngl-1 downtcec 0 do
idTi,ngl*j-j3):=ngl*cn(i, 31~-33;
end;
Fig. 11

Procedure ASAMB B(var m,necel:integer;id:matl;ke:mat3;K:mat4);
{type matl=array(l..ne,l..necel] of integer;mat3=array[l..necel,
l..necel] of real;mat4=array[l..nec,1l..lband] of real;}
{m = 1,2, ... ,ne reprezintd numidrul elementului finit a cdrui
matrice se asambleazi;}
var i,3j,jl:integer;
begin
for i:=1 to necel do
for j:=1 to necel do
if id[m,j] >= id{m,i]+1 then
begin
jl:=id([m,d]-id[m,i]+1;
K[ld[m,l];jl] ::K[id[mri]rjl}"'kE[ifj] ;
end;
end;
Fig. 12

ASAMB_B din fig. 12. Simultan cu asamblarea matricelor de rigiditate ale elementelor finite, se realizeaza si
asamblarea matricelor termenilor liberi.

MFF-Al.3.1.6 IMPLEMENTAREA CONDITIILOR LIMITA

Introducerea conditiilor limita, geometrice, de tip Dirichlet, se va face astfel incat sd se opereze cat mai
putine modificari 1n modelul numeric (sistemul de ecuatii liniare final). Din cele trei metode prezentate in § 6.4,
in cadrul acestui exemplu se foloseste a doua metoda, care pentru cazul conditiilor limitd sub forma de deplasari
nule, implica modificari minime in matricea modelului. Astfel, implementarea consta in inmultirea elementelor
diagonalei principale a matricei de rigiditate a modelului, corespunzatoare deplasarilor nodale cunoscute, cu un
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numir foarte mare, de exemplu 10" (in functie de posibilitatea echipamentului de calcul) si inlocuirea cu zero
a coeficientilor corespunzatori ai matricei termenilor liberi.

Subprogramul COND_LIM, de implementare a conditiilor limita folosind acest algoritm, este prezentat
fig. 13. Aplicand aceasta metoda de implementare, pentru gradele de libertate corespunzatoare deplasarilor nule
(ug,Vs,Ug,Vg), sistemul de ecuatii al modelului din exemplu considerat devine compatibil determinat.

AFF-Al1.3.1.7 REZOLVAREA SISTEMULUI DE ECUATII

AL MODELULUI START
Sistemul de ecuatii liniare corespunzator modelului numeric general se l,

poate realiza prin mai multe metode. In cazul exemplului considerat, se foloseste DATE DE INTRARE

metoda Gauss. Daca matricea de rigiditate obtinuta in urma asamblarii este

completa, pentru rezolvare se utilizeaza subprogramul GAUSS (fig. 14) sau daca l‘

matricea de rigiditate este de tip banda se utilizeaza subprogramul GAUSS_B LEAND

.‘—
MFF-AI.3.1.8 DETERMINAREA MARIMILOR DEPENDENTE MAT RIG1
DE NECUNOSCUTELE MODELULUI l‘

Cunoscand matricea deplasarilor nodale, obtinutd la etapa precedenta, se pot FORTE DI

calcula deformatiile specifice si tensiunile. Acestea se determina pentru fiecare l,

element finit, cu relatiile: FORTE M1

[e]=18] o°].

e<=m
4 [
o’ |=[E] ]
Subprogramele DEF si TENS, care realizeaza calculul acestor parametri, MAT IDEN
sunt prezentate in fig.13. l‘
ASAME
Rezultatele obtinute in cadrul etapelor precedente, corespunzitoare l‘
modurilor si elementelor finite ale modelului numeric, se pot prezenta sub forma
. . COND LIM
tabelara sau sub forma grafica. Volumul de date furnizate de calculator este foarte =
mare, fiind direct proportional cu numarul de noduri si elemente finite generate la lv
discretizare. Pentru problema considerata ca exemplu, lista rezultatelor contine: GAUSS
deplasarile nodale, deformatiile si tensiunile corespunzitoare elementelor finite. GAUSS B

Datorita simplitatii aproximarilor liniare de clasa C°, la nivelul deplasarilor,
rezulta valori constante pentru tensiunile din interiorul elementelor finite. Pentru
valori diferite ale deformatiilor in diferite puncte ale elementului finit, corespund D
diferite valori ale tensiunilor. De aceea, in vederea apropierii de valorile reale, ce
pot determina valorile tensiunilor in diferite puncte ale elementului finit: centrul de

B

masa, punctele Gauss, mijloacele laturilor etc. TENS
Pentru a avea o privire de ansamblu asupra rezultatelor, acestea se pun sub
forma unor diagrame (grafice). In acest fel, campul continuu, real, de deformatii
n-:::-m

sau de tensiuni se substituie cu un cdmp de valori care pot prezenta discontinuitdti 2

la granita dintre elementele finite. Astfel, in cazul exemplului considerat, cu

elemente finite liniare, cdmpul deplasarilor este continuu (fig. 15, a) si campul

tensiunilor (fig. 15, b) este discontinuu. DATE DE IESIRE
Algoritmul intocmirii programului matlab pentru rezolvarea structurilor

robotice (fig. 16) presupune:

» introducerea datelor (subprogram intrare)

Fig. 16
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Procedure COND_LIM(var K :mat4;d,el,Q :vect);
{type mat = array(l..nec,1l..lband] of real;vect = array[l..nec];}
{matricea de rigiditate K este sub form3 de bandi}
var i,j:integer;
begin

for i:=1 to nec do

if el{i] <> 0 then
begin
K[i,1]:=K[i,1]*1el0;

Q[i]:=0;
end;
end;
Procedure DEF(var ke :mat;B :mat6;ep :mat7;d :vect:id :matl; i, nne,
necel :integer); '
{type mat = array(l..necel,l..necell;mat6 = array(l..3,1..8]
mat7 = array[l..ne,1..3];vect = array[l..nec);matl = array(l..nne,
l..necell;}
{i este numdrul curent al elementului finit}
var j,jl:integer;
begin

for j:=1 to 3 do ep[i,j]:=0;

for jl:=1 to 3 do

for j:=1 to necel do

ep[i,jl]l:=epfi,jl1+B([j1,31*dlid(i,3]];

r

end;
Procedure TENS (ep,sigma :mat7;E :mat5;i :integer);
{type mat7 = arrayl(l..ne,1..3];mat5 = array{l..neps,l..necel];}
{i este numdrul curent al elementului finit}
var j,jl,k:integer;
begin

for j:=1 to 3 do sigmali,j]:=0;

for jl:=1 to 3 do

for k:=1 to 3 do

sigmal[i,jl]:=sigma(i,jl]+E(j1,k]*ep(i, k];
end;
Fig. 13

var n:integer;a:mat;r:vect);
?i;ggd;§§=gggggél..n,l..n]gof real;vect=array{l..n] of real;}
var i,3,1,il:integer;
begin
{triunghiularizare}
for i:=1 to n-1 do

begin
if a[i,i] <> 0O then
begin
c=i+];
r(i]:=c(i]/afi,i]l; o o
for j:=1 to n do afi,jl:=afi,jl/ali,il;
for il:=1 to n do
begin . .
r(il]:=rf{il]-af{il,i)*rfi];
for j:=1 to n do . o
alil,dl:=alil,jl-alil,il*ali, 3]s
end;
end;
end;
r[n}:=rilnj/aln,n];
{retrosubstitutia}

for i:=n-1 downto 1 do . o .
for j:=i+l to n do r(ij:=r([i]-a[i,jl*rljl;
end;
Fig. 14
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Fig. 15

determinarea matricilor de rigiditate ale elementelor finite (subprogram mat_rigl);
calculul fortelor nodale echivalente cu sarcinile distribuite (subprogram forte d1);
calculul fortelor nodale echivalente cu fortele masice (subprogram forte ml);
determinarea matricii de rigiditate a structurii (subprogram asamb);
implementarea conditiilor limitd (cond_lim);

rezolvarea sistemului de ecuatii al modelului (gauss);

determinarea marimilor dependente de necunoscutele modelului (def si tens);
afisarea rezultatelor(subprogram iesire).
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