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MEF-AI.1.7.1 INTRODUCERE

Fundamentarea teoretica riguroasa din punct de vedere matematic, a Metodei Elementelor Finite (MEF),
presupune cunostinte avansate de modelare matematica analiticd si numericd, in corelatie. Deoarece aceasta
lucrare nu se adreseaza celor implicati in cercetarea teoretica fundamentala a MEF, in acest capitol se prezinta
elemente de rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale si cu derivate partiale necesare Iintelegerii,
implementarii si aplicarii acestei metode de catre utilizatori si programatori.

Ecuatia diferentiala este ecuatia functionala de forma,

F&x,y,y,..., y(n)) =0, (1)

in care intervine functia necunoscuta y(x) si anumite derivate ale acesteia. Ordinul n al unei ecuatii diferentiale
este prin definitie dat de ordinul cel mare al derivatei ce se Intalneste in expresia ecuatiei. Cand functia
necunoscuta este cu o singura variabild independentd, ecuatia se numeste ecuatie diferentiala ordinara.

Daca, in particular, ecuatia (1) este explicitd sau poate fi explicitatd in raport cu y(n) , Sub forma,

yO =%y, y, ..., YOO, )

se spune ca ecuatia este sub forma normald. Cand aceasta ecuatie se poate scrie sub forma,
agy™ +a,y" ™ +..+a,y =F(x), (3)

in care f(x), ax(x), cu k =1, 2,..., n, sunt functii continue, intr-un interval de variatie al variabilei independente
dat, se numeste ecuatie diferentiala liniara de ordinul n.

Multe fenomene si procese in stiinta si tehnica sunt rezultatul actiunii mai multor factori si, prin urmare,
sunt descrise din punct de vedere matematic de ecuatii cu derivate partiale, care au functia necunoscutd cu mai
multe variabile independente. Cele mai des intalnite si mult studiate sunt fenomenele dependente de doi factori
care, satisfac ecuatii de forma,
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unde a, b, ¢, d, e, f, g sunt functii care pot depinde de cele doud variabile independente x, y si de necunoscuta
(efectul) u. Ecuatii de acest tip, in forme particulare, descriu principii generale ale fizicii. De exemplu, ecuatia
lui Laplace,

o°u  o°u
_2 +—2 = O , (5)
ox° oy

se asociazd problemelor de stari stationare; ecuatia lui Poisson




o’u  o°u
+_

y ayz +g:01 (6)

problemelor de echilibru; ecuatiile de forma,

o’u . o
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problemelor de propagare.
Din punct de vedere matematic, ecuatiile de forma (4), dupa valorile expresiei,

E=b’*-4ac, (9)

se Impart in:

- ecuatii parabolice, E = 0;

- ecuatii hiperbolice, E > 0,

- ecuatii eliptice, E <0.

Pentru cazul ecuatiilor diferentiale din exemplele de mai sus, In urma evaludrii expresiei E, rezulta:
ecuatiile (5) si (6) sunt eliptice; ecuatia (7) este parabolica; ecuatia (8) este hiperbolica.

Ecuatia (4) este liniara atunci cand factorii a, b,..., g sunt functii numai de variabilele independente x si
y. daca acesti factori depind si de u, ou/ox, ou/dy, dar nu si de derivatele de ordin superior, atunci ecuatia se
numeste cvasiliniara.

Solutia generala a ecuatiei diferentiale, prin definitie, este functia,

y =Y(X, ¢, Ca,..., €n), (10)

continua si derivabild in intervalul de definitie, dependenta de n constante independente si care verifica ecuatia
(2). Solutiile particulare se obtin din solutia generala, prin particularizarea constantelor. Grafic, solutia generala
reprezinta o familie de curbe integrale, iar o solutie particularad reprezintd o curba a familiei.

Ecuatiile liniare au avantajul ca solutiile lor satisfac principiul superpozitiei, adicd orice combinatie
liniara a unor solutii particulare este solutie a ecuatiei diferentiale.

Majoritatea problemelor practice implicd determinarea solutiilor unei ecuatii diferentiale, care satisfac si
anumite conditii suplimentare. Din acest punct de vedere sunt posibile urmatoarele tipuri de probleme asociate
cu ecuatii diferentiale:

- Problema cu conditii initiale sau problema lui Cauchy, care presupune cunoasterea initiala a valorilor
necunoscutei si derivatei acesteia: yo, Yo',..., yo(”'l) pentru o valoare X, a variabilei independente din
domeniul de definitie al functiei F , de asemenea, cunoscutd. Cu aceste valori este posibil sa se
determine constantele din solutie generala a ecuatiei diferentiale.

- Problema cu conditii limita, care presupune cunoasterea unor conditii (relatii) legate de valorile
necunoscutei si/sau derivatei acesteia, pentru valori ale variabilei independente apartindnd frontierei
domeniului problemei.

- Problema mixta, care presupune existenta atat a conditiilor initiale cat si a conditiilor limita.

MEF-AI.1.7.2 REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE

Orice metoda numericd de rezolvare a ecuatiilor diferentiale porneste cu divizarea domeniului [a, b] in
subdomenii, cu ajutorul punctelor xo = a, X1, Xa,..., Xp-1, Xn = b §i urmareste determinarea aproximativa a
valorilor necunoscutei in aceste puncte.

Frecvent, domeniul [a, b] se divizeaza in subdomenii de lungimi egale, notate cu

_b-a
n

h (11)



si pentru aproximare se foloseste formula lui Taylor, sub forma

h? ., h° h?
YintVit h yl +_y| 6 y:”+ T+ p| yi(p) + Rp+1(a) (12)
Sau
LN G
Yia=Yi~ hyl +_y| __yl Tt ( IZ' (p) + Rp+1((t:>) (13)

in care: yi.1 = Y(Xi - h), yi = y(Xi), Yi+1 = Y(X; + h) sunt valorile functiei necunoscute in punctele x;1 = X; — h, X;,
Xis1 = Xi + h; yi — derivata de ordinul k = 1, 2,..., p; Rp+1(&) — erorile (reziduurile) cu expresia

lYWW@ (14)

(p+1)!

cu & e [Xi, Xis1] pentru formula (12) si, respectiv, cu & € [X;.1, Xi], pentru formula (13).
Considerand erorile nule si particularizand relatiile (12) si (13) pentru p = 1, 2, rezulta:

p+1 (E.!)

Yia=Yithyi,
Yii=Yi—hyi
h2
Vi =YithYi+ -V, (15)

2

’ h ”
Yia=VYi— hm+3vr

Din aceste relatii, efectudnd operatii simple, rezulta urmatoarele formule de recurentd, care aproximeaza
derivatele de ordinul unu si doi ale functiei y(x), necunoscuta:

y y|+1 yl ’ (16)
h

y yl yl—l (17)
h

Yl ~ Yi+1EYi—1 1 (18)

yr = Yia— 2r3]’i +VYia . (19)

In fig. 1 se prezinta interpretarea geometrica a formulelor de aproximare a derivatei inti a functiei y(X).
Astfel, formulele (16), (17) si (18) aproximeaza panta tangentei la graficul functiei y(x) in punctul M cu panta
dreptelor MB, AM si, respectiv, AB.

Metodele numerice in care functia necunoscutd intr-un punct oarecare y; este dedusa printr-o relatie de
recurenta, care contine date legate numai de pasul precedent, se numesc metode directe (pas cu pas, unipas),
spre deosebire de metodele indirecte (multipas), care au relatii de recurenta dependente de date obtinute la mai
multi pasi anteriori [Bucur, 1983; Ichim, 1986; Ixaru, 1979; Moszynski, 1973].

Deoarece o ecuatie diferentiald de ordinul n de forma (3) se poate echivala cu un sistem de n ecuatii
diferentiale de ordinul intdi, in continuare se prezintd rezolvarea numerica prin metode directe a ecuatiei
diferentiale,



y =f(xy), (20)

CU X €[a, b] si conditia initiala y(xo) = y(a) = zo.

Metoda Euler (a liniilor poligonale) propune aproximarea solutiei printr-o linie poligonald in care
fiecare segment de dreaptd este coliniar cu directia campului real, datd de panta din extremitatea stanga (v.
(1.159) si fig. 1.7). Astfel, tinand cont de aproximarea (17), relatia (20) devine urmatoarea relatie de recurenta,

yi+1:yi+hf(xi’yi)i (21)

cui=0,1, ..., n-1 si yp dat de conditia initiald. Aceastd metoda se
caracterizeaza prin erori marite ale rezultatelor si prin simplitatea
formulei de recurentd, deci prin facilitati marite de programare.

Pentru micsorarea erorilor (‘Rp+1(§)‘) sunt posibile metode

care iau in considerare mai multi termeni din relatia (13) principalul
dezavantaj al acestor metode este dat de necesitatea calculului
derivatelor functiei f in diverse puncte, operatie greoaie pentru
multitudinea cazurilor concrete posibile. Aceasta deficienta este
inlaturata in cazul metodelor Runge-Kutta, prezentate mai jos.

Metodele Runge-Kutta inlocuiesc calculul derivatelor functiei
f prin evaluari ale acesteia in diverse puncte. Echivaland relatia de
recurenta,

p
yi+1:yi+zcjkj’ (22)
-1

cu relatia (12), dupa efectuarea calculelor rezulta, factorii cj, Kj si dupa inlocuirea acestora rezultd urmatoarea
relatie de recurenta,

yi+1=yi+%(kl+4k2+k3), (23)
cu

ki =F(x;, i),

k2=f(xi+%h,yi+%kl} (24)

ks =F(x;+h,y; —k, +2k,);
pentru, p =4,

yi+1:yi+%(k1+2k2+2k3+k4), (25)
cu

ky =F(Xi, yi),

1 1
1 1



Subprogramul RUNGE4, de calcul al valorilor necunoscute pentru varianta p = 4, fard precizarea
functiei, este prezentat in fig. 1. Folosirea frecventa in practica a metodei de ordinul patru este justificata de
avantajele legate de autopornire (necesitd un singur punct pentru start) si de precizie. Deoarece pentru fiecare
aproximatie se realizeaza evaluarea functiei f de mai multe ori, metoda conduce uneori la marirea timpului de

calcul.

Procedure RUNGE4 (var n:integer;x,y0,a,b:real;y:vect);
{type vect=array{l..n] of real;}

{functia f se defineste separat; de exemplu

functicon f({x,y:real):real;

begin
Er=y*gin (x) +¥%;
end;}
var i,k,l:integer;xi, h,p,kl,k2,k3,k4:real;
begin
h:={b=-a)/n;
v{l]:=y0;
for i:=1 to n-1 do
begin
xir=a+{i-1)*h;
p:=h/2;
kli=£(xi,y(i]);
k2:=f{xi+p,y[i]l+p*kl);
k3:=f (xi+p, y[i]+p*k2):
kd:=f (xi+h, y[1i]1+k3);
yii+1l] i=y {i]4+h* {k142*k2+2%k3+k4) /6;
end;
end;

Fig. 2

MEF-AI.1.7.3 METODE NUMERICE DE REZOLVARE A ECUATIILOR CU

DERIVATE PARTIALE

Pentru functia u(x, y), necunoscutd a ecuatiei diferentiale (4) cu domeniul D divizat in subdomenii
dreptunghiulare identice (fig. 3), de dimensiuni,

k= , (27)

tinand cont de relatiile (17) si (19), se pot scrie urmatoarele formule de aproximare a derivatelor partiale ale
acesteia, intr-un punct oarecare M al retelei astfel generata:
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u(xi+h,yj)—u(xi,yj)

) | (28)

u(xy;+k ) -u(xpy;) (29)
h ,

)2l )t )

_u(xyh)-20(xy;) +u (%, -h) (31)
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Metoda diferentelor finite foloseste relatiile de aproximare prezentate mai sus pentru rezolvarea
ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale de tipul (4), cand se cunosc functiile a, b, ... g, domeniul de definitie
al variabilelor independente si conditiile initiale problemei membranei elastice de forma dreptunghiulara,
incastratd pe conturul S si incarcatd cu presiunea constantd p (fig. 4), care presupune identificarea starii
deformate a membranei in urma incarcarii.

Modelul de calcul analitic al problemei are la baza ecuatia cu derivate partiale de tip Poisson,

o’u  o%u
_2+_2=E, (32)
ox® oy" M

cu u(x, y) reprezentand functia deplasarilor pe directia de incarcare pentru (x, y) € D; p — constantd de material
si conditia limita

u(x,y) =0, (33)

pentru (X, y) € S.
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Tinand cont de derivatele partiale aproximative (30), (31), in punctul M(x;, i) (v. fig. 3) relatia (32)
devine ecuatia modelului numeric,

2 2
ZU(Xi,yj)—W“(Xi —h’yj)+“(xi+h’yj)—mu(xi’yi‘k)+

N (34)
+u(xi,yj+k):m;

sau tinand cont de relatiile xj+1 = Xi + h, Xi.1 = X; — h, Yj+1 = Y; + h, yj1 = yj — h si de notatia u(xy, Yq) = Urg,
aceasta devine,

k? h? h’k®> p

2U55 = n2 g2 i Ui T S i Tl "k (35)

Domeniul D al problemei, de forma dreptunghiulara, cu dimensiunile b, d, se divizeaza in subdomenii
identice (fig. 5) de dimensiuni h =b/n, k =d/m,cun=6 sim =4.

Observand ca din punct de vedere fizic membrana in stare deformatd are un centru de simetrie in
punctul M(X4, y3) (fig. 5), deci considerand si functia necunoscuta u simetrica cu acelasi centru de simetrie, se
particularizeaza relatia de recurentd (35) numai pentru punctele (x;, y;) din domeniul D, cu perechile indicilor
@i, ) € {(2,2),(3,2),(4,2), (2,3), (3,3), (4,3)} sirezulta sistemul de ecuatii algebrice:

6
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Tinand cont de proprietatea de simetrie mentionatd us2 = Usa = U3, Us3 = Usa = Uz3 $i de conditiile
limita (33), prin relatiile u3 2 = Ug3 = Uy 4 = Up1 = U3z = Ugq = 0, sistemul (36) devine un sistem de sase ecuatii cu
sase necunoscute, compatibil determinat, cu urmatoarea forma matriceala,

— - UZ 2 1
Us s 1
O U3’2 p 1
Uz nil
0o 0 0 -2¢ -2, 2 N
) " Uags | 1]

Rezolvand sistemul astfel obtinut, se determind valori aproximative ale campului deplasarii pe directia
de incarcare. In fig. 6 se prezinta grafic variatiile deplasarilor punctelor dintr-o sectiune mediand, obtinute cu
metode analitice (exacte) si cu metoda diferentelor finite.



