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  MEF-AI.1.6.1  INTRODUCERE 
 

Fundamentarea teoretică riguroasă din punct de vedere matematic, a Metodei Elementelor Finite (MEF), 

presupune cunoştinţe avansate de modelare matematică analitică şi  numerică, în corelaţie. Deoarece această 

lucrare nu se adresează celor implicaţi în cercetarea teoretică fundamentală a MEF, în acest capitol se prezintă 

elemente de calcul variaţional necesare înţelegerii, implementării şi aplicării acestei metode de către utilizatori 

şi programatori. 

Calculul variaţional are un rol important în studiul sistemelor fizice şi tehnice. Acesta se ocupă, în 

principal, cu determinarea maximelor şi minimelor (extremelor) unor expresii conţinând funcţii necunoscute. 

Anumite concepte şi procedee ale calculului diferenţial sunt aplicabile şi calculului variaţional [Forray, 1975]. 

  

 MEF-AI.1.6.2  PROBLEME DE MAXIM ŞI MINIM 
 

 Condiţia necesară pentru existenţa unui extrem relativ într-un punct x0(a, b) al funcţiei  y = f(x), cu  f(x) 

continuă, este f’(x0) = 0. Condiţia suficientă ca funcţia să aibă extrem în x0 este ca, în plus f”(x0)   0. 

 Pentru cazul funcţiilor cu mai multe variabile independente, u = f(x1, x2,…, xn), ţinând cont de teorema lui 

Weierstrass, care arată că orice funcţie continuă într-un domeniu închis D are extrem în interiorul sau pe 

conturul domeniului, df = 0 fiind condiţia necesară de extrem într-un punct oarecare P din interiorul 

domeniului, rezultă 
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Condiţiile de suficientă în acest caz sunt mult mai complicate, De exemplu, funcţia cu două variabile, 

f(x, y), admite maxim sau minim în punctul P dacă, pe lângă condiţiile (1) sunt îndeplinite şi inegalităţile: 
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sau respectiv, 
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 Multe probleme de maxim şi de minim cer să se determine extremul în cazul existenţei unor condiţii 

(restricţii) suplimentare. Astfel, în cazul general, problema de extrem presupune determinarea maximelor şi/sau 

minimelor funcţiei cu n variabile, f(x1, x2,…, xn), supusă condiţiilor gk(x1, x2,…, xn)=0, cu k < n. Una din 

metodele cele mai vechi de rezolvare a acestei probleme este metoda multiplicatorilor a lui Lagrange. 

Algoritmul acestei metode presupune parcurgerea etapelor prezentate în continuare. 

 Se formează funcţia auxiliară, 
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cu λj variabile independente arbitrare. 

 Se rezolvă sistemul, 
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în raport cu n+k variabile x1, x2,…, xn, λ1, λ2,…, λn. 

 Se calculează valoarea extremului f(x1, x2,…, xn), cu valorile variabilelor independente obţinute la etapa 

precedentă. Pentru înţelegerea algoritmului de mai sus, în continuare, se prezintă o problemă concretă, 

care necesită determinarea extremului funcţiei f(x,y,z) = z, respectând condiţiile g1(x,y,z) = x + y + z – 1 

= 0 şi g2(x,y,z) = 15x
2
 +4 y

2
 + z

2
 – 16 = 0. Ecuaţiile (5), pentru funcţia auxiliară,  
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formează sistemul, 
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În urma rezolvării acestui sistem rezultă valorile extreme, 

 

 









3

8
,

7

8
zy,x,f . 

 

 MEF-AI.1.6.2  FUNCŢIONALE ŞI VALORI STAŢIONARE ALE ACESTORA 

 
Funcţionala se defineşte ca o funcţie dependentă de variaţia uneia sau mai multor funcţii care, la rândul 

lor, sunt dependente de mai multe variabile. Domeniul unei funcţionale este o mulţime de funcţii admisibile 

care aparţin unui spaţiu sau unei clase de funcţii şi nu unui domeniu din spaţiul coordonatelor. Din acest motiv 

şi ţinând cont de faptul că din punct de vedere geometric funcţiile reale de o variabilă reală reprezintă curbe 

plane, funcţionalele care depind de astfel de curbe sunt numite, conform unei terminologii introduse de L. Euler 

şi funcţii linie [Forray, 1975]. Astfel, funcţionala se poate considera ca o generalizare naturală a conceptului de 

funcţie. În multe probleme de mecanică şi fizică se întâlnesc funcţionalele de forma: 
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în care F este o funcţie explicită de variabila independentă x [x0, x1], y = y(x) este o funcţie reală şi y’ şi y” 

sunt derivatele de ordinul întâi, respectiv doi, ale acestei funcţii. Obiectivul fundamental al calculului 

variaţional este găsirea acelei valori a funcţiei y(x) pentru care V(y) este cea mai mică sau cea mai mare dintre 

toate posibile, când y şi y’ au valori precizate pentru x = x0 şi x = x1. Deci, se poate spune că problemele 

variaţionale constau în găsirea unor funcţionale date, având în vedere restricţiile care precizează mulţimea de 

funcţii în care trebuie să se caute soluţia problemei propuse. 
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Fig. 1 

 Orice soluţie aproximativă  xy  se exprimă în funcţie de soluţia exactă, cu relaţia 

 

     xδyxyxy  ,   (7) 

 

în care  xδy este variaţia infinitesimală arbitrară a funcţiei y(x) (fig. 1), pentru o valoare fixată a variabilei 

independente x. În calculul variaţional, operatorul δ are semnificaţie similară cu operatorul d folosit în calculul 

diferenţial. Principalele proprietăţi ale operaţiilor variaţionale sunt: 
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   0 u , 

   udvudv , (1.133) 

   vuvu  , 

    vuuvvuuv  , 

   uu  . 

 Astfel, variaţia funcţionalei (6) se calculează cu relaţia, 
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 Funcţionala V are o valoare extremă, când se îndeplineşte condiţia,  
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numită prima variaţie a funcţionalei. Integrând prin părţi termenul al doilea şi al treilea al relaţiei (8), rezultă: 
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 După înlocuirea acestor relaţii în (8), se obţine: 
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 Ţinând cont că variaţia δy este arbitrară nenulă, din această relaţie se obţine: 
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Relaţia (12) este ecuaţia diferenţială guvernatoare a problemei, numită şi ecuaţie Euler sau ecuaţie 

Euler-Lagrange. Relaţiile (13) şi (14) sunt condiţiile limită naturale pentru x = x0, x = x1. Dacă una din 

condiţiile limită naturale nu este  îndeplinită, sunt necesare condiţiile: 

 

0δy'δy  ,   (15) 

 

pentru x = x0 sau x = x1, numite condiţii limită geometrice. 

 Astfel, se arată că rezolvarea unei ecuaţii diferenţiale într-un anumit domeniu, cu anumite condiţii limită, 

este echivalentă cu minimizarea în acest domeniu a unei funcţionale corespunzătoare ecuaţiei diferenţiale şi 

condiţiilor limită respective. 

 

 

 


