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MEF-AIL.1.6.1 INTRODUCERE

Fundamentarea teoretica riguroasa din punct de vedere matematic, a Metodei Elementelor Finite (MEF),
presupune cunostinte avansate de modelare matematica analiticd si numericd, in corelatie. Deoarece aceasta
lucrare nu se adreseaza celor implicati in cercetarea teoretica fundamentala a MEF, in acest capitol se prezinta
elemente de calcul variational necesare intelegerii, implementarii si aplicarii acestei metode de catre utilizatori
si programatori.

Calculul variational are un rol important in studiul sistemelor fizice si tehnice. Acesta se ocupd, in
principal, cu determinarea maximelor si minimelor (extremelor) unor expresii continand functii necunoscute.
Anumite concepte si procedee ale calculului diferential sunt aplicabile si calculului variational [Forray, 1975].

MEF-AI.1.6.2 PROBLEME DE MAXIM SI MINIM

Conditia necesara pentru existenta unui extrem relativ intr-un punct Xp e (a, b) al functiei y = f(x), cu f(x)
continua, este f(xg) = 0. Conditia suficientd ca functia sa aiba extrem in X este ca, in plus ’(xo) # O.

Pentru cazul functiilor cu mai multe variabile independente, u = f(X1, Xa,..., Xp), tindnd cont de teorema lui
Weierstrass, care aratd cd orice functie continud intr-un domeniu inchis D are extrem in interiorul sau pe
conturul domeniului, df = 0 fiind conditia necesara de extrem intr-un punct oarecare P din interiorul
domeniului, rezulta
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Conditiile de suficientd in acest caz sunt mult mai complicate, De exemplu, functia cu doud variabile,
f(x, y), admite maxim sau minim in punctul P daca, pe langa conditiile (1) sunt indeplinite si inegalitatile:
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sau respectiv,
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Multe probleme de maxim si de minim cer sd se determine extremul in cazul existentei unor conditii
(restrictii) suplimentare. Astfel, in cazul general, problema de extrem presupune determinarea maximelor si/sau
minimelor functiei cu n variabile, f(X1, X,..., Xp), supusd conditiilor gx(X1, Xo,..., Xn)=0, cu k < n. Una din
metodele cele mai vechi de rezolvare a acestei probleme este metoda multiplicatorilor a lui Lagrange.
Algoritmul acestei metode presupune parcurgerea etapelor prezentate in continuare.

o Se formeaza functia auxiliara,
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cu 4; variabile independente arbitrare.
e Se rezolva sistemul,
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in raport cu n+k variabile X1, X,..., Xn, A1, Ag,..., An.
e Se calculeaza valoarea extremului f(Xy, Xa,..., Xp), cu valorile variabilelor independente obtinute la etapa
precedentd. Pentru intelegerea algoritmului de mai sus, in continuare, se prezintd o problema concreta,
care necesita determinarea extremului functiei f(X,y,z) = z, respectand conditiile g1(X,y,2) =x+y+z -1
=0 §i g2(X,y,2) = 15x* +4 y? + 22 — 16 = 0. Ecuatiile (5), pentru functia auxiliara,

F(X ¥,z A, 0,) = z+7y1(x+y+z—1)+k2(16x2 +4y? 472 —16),
formeaza sistemul,

1+A, +2X,2=0,

A +8A,y =0,
A, +320,x =0,
X+y-2-1=0,

16x* +4y® +2*-16=0.

In urma rezolvarii acestui sistem rezulta valorile extreme,

f(x y,z)e{—g,g}.
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MEF-AI.1.6.2 FUNCTIONALE SI VALORI STATIONARE ALE ACESTORA

Functionala se defineste ca o functie dependenta de variatia uneia sau mai multor functii care, la randul
lor, sunt dependente de mai multe variabile. Domeniul unei functionale este o multime de functii admisibile
care apartin unui spatiu sau unei clase de functii si nu unui domeniu din spatiul coordonatelor. Din acest motiv
si tindnd cont de faptul ca din punct de vedere geometric functiile reale de o variabila reala reprezintd curbe
plane, functionalele care depind de astfel de curbe sunt numite, conform unei terminologii introduse de L. Euler
si functii linie [Forray, 1975]. Astfel, functionala se poate considera ca o generalizare naturald a conceptului de
functie. In multe probleme de mecanica si fizica se intilnesc functionalele de forma:
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in care F este o functie explicita de variabila independenta X e[Xo, X1], Y = Y(X) este o functie reala si y’ si y”
sunt derivatele de ordinul intai, respectiv doi, ale acestei functii. Obiectivul fundamental al calculului
variational este gasirea acelei valori a functiei y(X) pentru care V(y) este cea mai mica sau cea mai mare dintre
toate posibile, cand y si y’ au valori precizate pentru X = Xp si x = x1. Deci, se poate spune ca problemele
variationale constau in gasirea unor functionale date, avand in vedere restrictiile care precizeaza mulfimea de
functii 1n care trebuie sa se caute solutia problemei propuse.
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Orice solutie aproximativa V(X) se exprima in functie de solutia exacta, cu relatia

y(x) = y(x)+38y(x), (7)

in care Sy(x)este variatia infinitesimala arbitrard a functiei y(x) (fig. 1), pentru o valoare fixata a variabilei

independente x. In calculul variational, operatorul § are semnificatie similara cu operatorul d folosit in calculul
diferential. Principalele proprietéti ale operatiilor variationale sunt:
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SJ.udv=I8udv,

(U +V)=3u+dv,

8(uv) = udv+vdu = §(vu),

3(u)=23u.

Astfel, variatia functionalei (6) se calculeaza cu relatia, X
Xy Flg 1

8V = [8Fdx. (1.134)

Functionala V are o valoare extrema, cand se indeplineste conditia,
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numitd prima variatie a functionalei. Integrand prin parti termenul al doilea si al treilea al relatiei (8), rezulta:
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Dupa inlocuirea acestor relatii in (8), se obtine:
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Tinand cont ca variatia oy este arbitrard nenuld, din aceasta relatie se obtine:
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Relatia (12) este ecuatia diferentiald guvernatoare a problemei, numitd si ecuatie Euler sau ecuatie
Euler-Lagrange. Relatiile (13) si (14) sunt conditiile limita naturale pentru X = Xo, X = X3. Dacd una din
conditiile limita naturale nu este indeplinita, sunt necesare conditiile:

oy =9y*=0, (15)

pentru X = Xp Sau X = X1, numite condifii limitd geometrice.

Astfel, se arata ca rezolvarea unei ecuatii diferentiale intr-un anumit domeniu, cu anumite conditii limita,
este echivalentd cu minimizarea in acest domeniu a unei functionale corespunzatoare ecuatiei diferentiale si
conditiilor limita respective.



