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MEF-AlI.1.4.1 INTRODUCERE

Fundamentarea teoretica riguroasa din punct de vedere matematic, a Metodei Elementelor Finite (MEF),
presupune cunostinte avansate de modelare matematica analiticd si numerica, in corelatie. Deoarece aceasta
lucrare nu se adreseaza celor implicati In cercetarea teoretica fundamentald a MEF, 1n acest capitol se prezinta
elemente aproximarea functiilor necesare intelegerii, implementarii si aplicarii acestei metode de catre
utilizatori §i programatori.

Problema aproximarii functiilor este frecvent intdlnita si este necesara in aplicatiile ingineresti, inclusiv in
cazul MEF. Marimile fizice masurate sau calculate pot fi exprimate ca functii discrete, prin relatii tabelare intre
multimi discrete si/sau functii analitice, prin corespondente intre elementele unor intervale.

Deseori, se impune prelucrarea numerica a acestor functii, in scopul cunoasterii valorilor acestora pentru
argumente diferite de punctele tabelate, in cazul primului tip de functie si generarea unei noi dependente, din
considerente teoretice si/sau de simplitate, pentru cel de-al doilea tip de functie.

Pentru simplitate, se considera cazul functiei reale de o variabila reala f: [a,b] — R, care in punctele X; €
[a,b] ia valorile y; = f(x;), cu i =1, 2,..., n. Aproximarea functiei f pe intervalul [a,b] presupune determinarea
unei functii de aproximare F: [a,b] — R, suficient de simpla si de generala, care sd permita studiul functiei f cu
abateri controlate. Expresia functiei F = F(x, o;) contine parametrii oj, care se determind din conditia de
apropiere a functiei aproximative F de functia f. Aceasta apropiere se cuantifica prin ,,distanta”

d(f,F)= \/_T(f(x)—F(x, o, )fdx, (1)

a

cand se cunoaste expresia analitica a functiei f sau

dif, F) = Ji(f (x)-Flxa, )F )

i=1

pentru functii definite sub forma de tabel.

Aproximarea pe baza acestor definifii se poate realiza cu ajutorul a doud metode numerice, regresia si
interpolarea.

Regresia (ajustarea) sau aproximarea prin metoda celor mai mici pdtrate presupune determinarea
parametrilor oj ai functiei de aproximare F(X, a;), astfel incat sd se minimizeze ,,distanta” dintre F si f, data de
relatia (1) sau (2). Astfel, parametrii o pot fi determinati prin rezolvarea sistemului de ecuatii obtinute din
relatia

od(f, F)
oa;

]

=0, 3)

cuj=1,2,...,n.
Functia y = F(x, ;) astfel obtinutd nu trece prin punctele tabelate M(X;, yi), ci prin puncte adiacente
acestora (fig. 1,a). Aproximarea prin regresie se aplica frecvent functiilor sub forma de tabele, care sunt cu



erori, de reguld, provenite in urma masurarilor.
Interpolarea se aplica in cazul cand valorile tabelate y; = f(X;) sunt exacte si se impune ca functia
aproximativa (functia de interpolare) sa contind aceste valori, adica

Fx )=y, (4)
pentrui=1, 2, ..., n (fig. 1,b). Functia F care respecta conditia (4) este utilizata pentru aproximarea functiei
f(x) cand argumentul X e [Xj, Xn].

Deoarece, cu precadere, MEF utilizeaza aproximarea functiilor prin interpolare, in continuare, Se Vvor

prezenta cateva metode frecvent folosite.

y y

y=fx) y=Fk) y=fx) y=Fk)

Fig. 1

MEF-AI.1.4.2 INTERPOLAREA CU POLINOAME ALGEBRICE

Foarte frecvent, datoritd simplitdtii, in procesul de aproximare oarecare se folosesc functii polinomiale ale caror
expresii se obtin prin combinatii liniare ale urmatoarelor monoame independente: 1, X, X2, X3,..., x". Pentru
cazul unei functii monovariabile cu n puncte cunoscute (fig. 1.1,b), se poate considera ca functie de aproximare
functia polinomiala

y(X)=c, +C X +...+C, X", (5)
avand coeficientii c;, cui=0, 1, ..., n-1, necunoscuti.

In urma particularizirii polinomului propus pentru punctele de interpolare Mi(xi, i), cu i= 1, 2, ..., n,
rezulta sistemul liniar,

Y1 1 X oo Xln_l Co.

y 1 x, - x| c

R O (6)
n-1

yn 1 Xn ot Xn Cn—l

care poate fi rezolvat in raport cu necunoscutele €3, Cu una din metodele prezentate in cap MEF-AlL.1.2.
Aproximarea folosind polinoamele algebrice, cu algoritmul prezentat, se aplica pentru cazul functiilor cu
un numar redus de puncte, cand si volumul de calcule este redus.

MEF-A1.1.4.3 INTERPOLAREA CU POLINOAME LAGRANGE

Pentru obtinerea polinomului de interpolare a unei functii cu n puncte distincte, cunoscute, Lagrange a
propus urmatoarea forma:



y(x) =L, (x)y; + L, (X)y, +...+ L, (X)y,. (7)

in care

x-(X—MXX_XJ«X_XJ
Ll( )_ (XE _Xz)())((l —X3§..((X1 —Xn)) )
R o=

IR (A WeE ) e Weae
S Ry Ry PR S W ®

X) = (X—XZXX—X3)...(X—XH_1)
Ln( )_ (Xn _Xz)(xn _Xs)---(xn _Xn—l)l

Coeficientii Lj(x) sunt polinoame de gradul n-1 si au urmatoarele proprietati caracteristice:

1,pentruj=i;
L.Ix.)= 9
i&) {Qpaﬂmjik ®)
n L,(x)=1. (10)

i=1

Subprogramul LAGRANGE, fig. 2, permite interpolarea unei functii monovariabile, reprezentata tabelar
prin n puncte distincte.

Procedure LAGRANGE (var n:integer;xi,yi:vect;x,y:real);
{type vect=arrav{l..n] of real;}
var i,j:integer;p:real;
begin
ve=0.0;
for i:= 1 to n do
begin
p:=1.0;
for j:=1 to n do _
1f j <> 0 then p:=p* (x 213D/ (xifil-xi{3]);
yi=ytp*yil[il};
end;
end;

Fig. 2
In vederea determinarii punctelor suprafetei S (fig. 3,a), cu functia necunoscuta, cand se cunosc valorile
acesteia z;j in punctele Pi(x,y), i=1, 2, ..., 9, se foloseste urmatorul algoritm.

« Se considera variabila y constanta, de valoare Y1, Y2, §i Y3, se aplica succesiv formula de interpolare (1.98),
utilizand valorile cunoscute ale functiei si rezulta (fig. 3,b):

Z (X’ Y1): Ll(X)Zl + Lz(X)Zz + L3(X)231 (11)

Cu,

e e ey e R ey e

Zy (X’ yz): L4(X)Z4 + L5(X)25 + LG(X)ZG, (12)




Fig. 3

Cu,
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L4(X):( )’ L5(X)=( )’ LG(X):(

Zy (X’ ys) =L, (X)Z7 +Lg (X)Zs + Le(x)zg! (13)
Cu,

(X =% (X =X,)

Xg _X7)(X8 — Xy

(X_X7)(X_X8)

Xg _X7)(X9 _Xs).

(X_Xs)(x_xg)

X7 _X8)(X7 — Xy

L7(X):( )7 Ls(X):( )v Lg(x):(

« Se continud interpolarea in raport cu variabila y, cu relatia

Z(X, y) = Ll(y)zl (X, y1)+ Lz(y)zu (Xv Y )+ LS(y)ZIII (X, ys)v (14)

in care,

(y=y y-v,)
Ya—YiNYs—Ys)

Y=y Xy —¥a)
yz - y1)(y2 - y3

_ =y )y-vs)
I—1(Y)— (yl - y2)(y1 —Y3

)’ Lz(Y):( )’ LS(Y):(

« Inlocuind relatiile (11), (12) si (13) in (14) si tindnd cont ¢ pentru X1= X4= X7, Xo= X5= Xg i X3= Xg= X,
L1(X)= L4(X)= L7(x), L2(X)= Ls(X)= Lg(X) si, respectiv, L3(X)= Lg(X)= Lg(X), rezulta

Z(X’ Y) = +L1(Y)L1(X)Zl + L1(Y)L2 (X)Zz + L1(y)|—3(x)23 +
+ Ly (Y)L ()24 + Lo ()L, (X)zs + Ly (y)Ls (X)zg + (15)
+ Ly(y)L, (x)z; + La(y)Lo (x)z, + La(y)Ls (X)z,.

unde,
S)= (s-s,)s-5,) S)= (s—s,Xs-s;) o) (s—s,)s—s,)
L,(s) ( L,(s) ( ),Ls() (

31_52)(51_33), ’ 52_31)(32 =S 53_51)(33_32).

Cu,s=xsauy.
Aceasta formula, de interpolare a functiilor bivariabile, ce foloseste noud puncte cunoscute, poate fi
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generalizata, pe de-0 parte, pentru cazul mai multor puncte necunoscute si, pe de alta parte, pentru interpolarea
functiilor invariabile.

Folosirea polinoamelor Lagrange pentru interpolare permite obtinerea directd a functiei de aproximare
fara rezolvarea sistemului de ecuatii de tipul (2).

MEF-Al.1.4.4 FUNCTII MATLAB

In tab. 1 s prezinta functia interpl cu cateva exemple de utilizare.
Tab. 1

Nr. Functia Semnificatie
crt. rezultat

1 |interpl | Matrice cu '
valorile x=0:pif4:pi; 03

Exemple Rezultat

functiei de | T oinixls
¥i=0:pi/100:pi;

interpolare - . o
vi=interplix,v,x1i, 'nearest');

plot (xi,vi)

2 : 3 3 25
¥=0:pif4:pi: 03 \\\\

v=3in(x); 06 /
¥i=0:pi/100:pi; WA
vi=interpl(x,v,x1i, ' linear'):; //
plot (=i, vi) \

*x=0:pifd:pi: oF
F=5in(x): o
®i=0:pif100:pi; of / \
vi=interpl (=, v, xi, 'cukbic'):
plotixi,vi) \

4 | interpl

[, ¥] = meshgrid(-1:0.5:1): T
SN0
WS,

2 = 3in(x."2+7."2): i ~“@ﬁ$ 2
[xi, ¥i] = weshgridi{-1:.05:1):
2i = interps(x, ¥, =2, ¥Xi, ¥vi, 'linear'):

surf (xi, ¥i, =1i)

[, ¥] = meshgrid(-1:0.5:1); N
) . . SRl

2 = 3in(x."24+7."2); B N i
i

ey
il

[%xi, wi] = meshgridi(-1:.05:1);:
zi = interp2i(x, ¥, =, xi, vi, 'cubic!
surf(xi, i, =1i)




