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MEF-AI.1.3.1 INTRODUCERE

Fundamentarea teoretica riguroasa din punct de vedere matematic, a Metodei Elementelor Finite (MEF),
presupune cunostinte avansate de modelare matematica analiticd si numerica, in corelatie. Deoarece aceasta
lucrare nu se adreseaza celor implicati In cercetarea teoretica fundamentald a MEF, 1n acest capitol se prezinta
elemente de calculul a valorilor si vectorilor proprii necesare intelegerii, implementarii si aplicdrii acestei
metode de catre utilizatori si programatori.

In inginerie, se intalneste frecvent problema determindrii valorilor pentru care sistemul de ecuatii

[Al[X]=A[X]. 1)

cu necunoscuta [X], admite o solutie nebanald, cu importanta practica deosebita.

Un vector nenul [X] se numeste vector propriu al unui operator liniar [A] daca prin actiunea acestuia asupra
vectorului [X] rezultd un vector coliniar cu acesta, conform relatiei (1) [Beu, 1992]. Scalarul A se numeste
valoare proprie a operatorului [A], corespunzatoare vectorului propriu [X].

AFF-Al.1.3.2 ECUATIA CARACTERISTICA

Ecuatia (1), rescrisa sub forma
[[A]-2[T][x]=[0]. @)

in care [[A]—/l[l]] se numeste matrice caracteristica si reprezintd un sistem omogen de ecuatii liniare, care

are solutii nenule daca si numai daca determinantul matricei sistemului, numit determinant caracteristic,
respecta conditia,

[A]-4[1]=0. (3)

Acest determinant, scris explicit sub forma

all - ﬂy 3.12 cee aln
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este o ecuatie algebrica de ordinul n in A, numita ecuatie caracteristica, de forma



n

() (37 ™ po ot (1 A (1) ) 0 ?

in care: p; reprezintd suma elementelor diagonale, minorii principali (diagonali) de ordinul unu ai matricei [A];
p2 — suma minorilor principali de ordinul doi; p; — suma minorilor principali de ordinul i si p, — determinantul
matricei [A].

Partea stinga a ecuatiei caracteristice (5) este un polinom de ordinul n, numit polinom caracteristic.
Solutiile reale si/sau complexe, A1, Ao, ..., Ay, ale ecuatiei caracteristice, zerouri pentru polinomul caracteristic,
constituie valorile proprii ale matricei [A]. Corespunzator fiecarei valori proprii A, sistemul (1.71) de ecuatii
omogene liniare, nu toate independente, are cel putin o solutie nebanala

[X]=] "7 6)

numita vector propriu sau caracteristic. Deoarece sistemul este omogen, acesta are solutia generala de forma
a[X], cu valori arbitrare ale scalarului o.. Determinarea multiplicatorului a este posibild impunand vectorului
propriu anumite proprietdti numerice, ca de exemplu: suma patratelor modulelor componentelor este egala cu
unitatea; suma modulelor componentelor este egald cu unitatea; componentele sunt ortogonalizate etc. vectorii
proprii astfel obtinuti se numesc vectorii proprii normalizati.

Notind cu [Xm] matricea avand pe coloana vectorii proprii [X], cele n sisteme de ecuatii (2),
corespunzatoare valorilor proprii A1, A, ..., Ay, s scriu sub forma matriceala,

[Al[ X ]=[Xn ][A]. 0
numita ecuatie modald, in care

X1 Xog--- Xy

Xi9 Xog... X
[Xm]: 12 22 n2 (8)

este matricea modala si

A, 0 - 0
A=, 0, (©)
0 0 - 2,

Deoarece matricea modala [Xn], formata din n coloane liniar independente (vectorii proprii sunt liniar
independenti) este nesingulara, exista [Xm]'1 si prin inmultire la stdnga cu aceastd matrice, ecuatia modala (7)
devine,

[Xo F[AIXq]=[A] (10)

Astfel, cunoscand vectorii proprii ai matricei [A], valorile proprii corespunzitoare sunt elementele
diagonale ale matricei diagonale [Xm] *[A] [Xm].

Determinarea valorilor proprii se poate face prin metode directe, a caror aplicabilitate este limitatd in

cazul matricei [A] de ordin mare, datorita volumului mare de calcule implicate si erorilor de rotunjire. Exista




numeroase metode speciale care determind valorile proprii §i vectorii proprii, prin procedee iterative, fard a
calcula polinomul caracteristic, si care vor fi partial prezentate, in continuare.

MEF-AI.1.3.3 METODA TRANSFORMARII ORTOGONALE (JACOBI)

Transformarea matricei [A] in matricea diagonala [A], cu relatia (10), se numeste diagonalizare.
Diagonalizarea matricelor simetrice se poate realiza cu ajutorul unei matrice ortogonale [R], cu proprietatea (43
din cap. MEF-AI.1.1). Astfel, in acest caz, relatia (10) devine,

[RI'[AIR]=([A] (11)

Metoda Jacobi pentru diagonalizarea matricei [A] foloseste ca matrice [R] matricea rotatiei plane.

Algoritmul de transformare si programul de calcul sunt prezentate detaliat in lucrarile [Beu, 1992; Vrapciu,
1982].

MEF-AI.1.3.4 METODA LR (RUTISHAUSTER)

Algoritmul iterativ LR de determinare a valorilor proprii ale matricei [A] are la baza posibilitatea de a
reprezenta matricea [A] sub forma unui produs de matrice triunghiulare [Marinescu, 1987; Marinescu, 1987a].
Conditia necesara si suficientd ca o matrice nesingulara [A] sa fie descompusa in produsul,

[A]=[LIR], (12)
in care,
l, O 0 1 r, N,
L)=|' = LR (13)
ol 1 0 0 .. 1

sunt matrice triunghiulare inferior (Left) si, respectiv, superior (Right), este ca toti determinantii cu elementele
matricei [A], de forma,

A & vt 8y
T e (14)
akl akZ akk
pentru k=1, 2, .., n, sa fie nenuli.
Din ecuatia matriceala (12), rezulta relatiile de calcul al elementelor matricelor [L] si [R]:
i-1
Iij :aji_zljkrki’ (15)

cu jzi; I, =a;,pentru i=1,2,..,nsij=1,2,...,n,si, respectiv,

1 i—1
i :I_(aij _Zlikrkj)’ (16)
ji k=1
cur;=1,i=1,2,.,n;j=2,3,..,n;j>1.
Daca descompunerea conform rel. (12) este posibild, se poate construi urmatorul sir recursiv de matrice:
3



(17)

Din analiza sirului matriceal (17), rezulta relatiile:

[Bk ][Rk ] = [Rk ][Lk ][Rk ] = [Rk ][Bk—l ]’ (18)

din care, se obtine,

[Bk ] = [Rk ][Bk—l ][Rk ]—1, (19)

pentru k = 1, 2, ..., n. Deci, tindnd cont de (10), matricele [By], ..., [Bk], ..., [Bo] = [A] au aceleasi valori
proprii.
Rutishauster a demonstrat ca pentru N — oo, in ultima relatie din sirul (17), [R n ] — [I] si

A4 0 - 0
0 4, - 0

Bl=lLl>) 0 0 ) (20)
0 0 - A

n

unde A1, Aa,..., A Sunt valorile proprii ale matricei [A]. In practica, numarul de iteratii este limitat de realizarea
conditiei abaterii valorilor proprii,

max|p ) 2] <
in care, € reprezintd eroarea admisibila prestabilita; i=1,2, ...,n; k=1,2, ....

Subprogramul VP_LR, prezentat in fig. 1, permite determinarea pentru o matrice simetrica si pozitiv
definitd de ordinul n, a valorilor proprii, cu precizie impusa, notata cu EPS.

MEF-AI.1.3.5 FUNCTII MATLAB

Tab. 1

L\Ir; Functia Semnificatie rezultat Exemplificare Rezultat
Matricea coloana g.5311
1 (vectorul) cu valorile I=eig(A) -2.0000
proprii 0.4658

[V L]=eig(A) -0.3744  -0.7071 0.4421

eig Matricea vectorilor -0.8483 -0.0000  -0.7805

2 proprii Rel. de verificare -0.3744 0.7071 0.4421

Matricea modala a A*V=V*L 8.5311 u] o

valorilor proprii sau 0 -2.0000 0

A=V*D*V"-1 o a 0.46589

Daca matricea are valori proprii de ordinul intdi (valorile proprii A sunt distincte), atunci vectorii proprii sunt
independenti.



Procedure VP_LR(var n:integer;a,l,rimat;vpivect;epsireal)
{type mat=arrayl{l..n,l..n] of real;}
var i,3,k,kmax,kl,il,i2:integer;b:mat;emax:real;
begin
kl:=0;
repeat
{descompunerea matricei a in matrice triunghiulare}
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
begin
1{i,3):=0.0;
r{i,31:=0.0;
if i=j then rii,i]:=1;
end;
for j:=1 to n do 1[j,1]:=ali,
for j:=2 to n do r([l,jl:=ali,
for i:=2 to n do

begin
il:=i-1;
for j:=i tc n do
begin
1{3,1]:=0;
for k:=1 to il do 1[J,41:=1[7F,i]+1{3,k]*zr[k,1i];
Lld,iTe=afi, i1-1{3,1i]:
end;
if i < n then
begin
i2y=12+1;
for j:=2 to n do
begin
r{i,ji:=0.0;
for k:=1 to il do
rli,3)e=rii,j1+104i, kI*0(k,5];
w{i,j] ==(aIifjj—I[i;j])/l(i;i]:
end;
end;
end;

{determinarea valorilor proprii}
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
begin
bl[i,3]:=0.0;
~ for k:=1 to n do b{i,jl:=b{i,j1+1(i, kl*rik,4];
o end;
emax:=0,0;
kl:=k1+1;
for i:=1 to n do
begin
if abs(al[i,i]-b[i,i}) > emax then
emax:=abs{ali,i]-bli, 1]},
if emax > eps then
begin
for k:=1 to n do
for 4:=1 to n do alk,3l:=b[4,k];
end;
end; :
until (emax < eps) or {kl=kmax);
for j:=1 to n do vp(3l:=bldi,jl:
end;

Fig. 1



