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MEF-AIL.1.2.1 INTRODUCERE

Fundamentarea teoretica riguroasa din punct de vedere matematic, a Metodei Elementelor Finite (MEF),
presupune cunostinte avansate de modelare matematica analiticd si numerica, in corelatie. Deoarece aceasta
lucrare nu se adreseaza celor implicati In cercetarea teoretica fundamentald a MEF, 1n acest capitol se prezinta
elemente de rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare necesare intelegerii, implementarii si aplicarii acestei
metode de catre utilizatori si programatori.

Sistemul de n ecuatii liniare, cu n necunoscute,

A Xy A%, +.+ 3y, X, =Dy,
a21X1+a22X2 +...+a2an :bz,

1)
X +a,,X +...+ a8, X, =D,
se poate scrie sintetic sub formele:
[A] [X] =[B], [X] [Al=[B] 2)

in care, [A] = [ajj]nn este matricea sistemului; [X] = [Xi]n1 — matricea coloana a necunoscutelor si [B] = [bi]n1—
matricea coloana a termenilor liberi.

Determinarea solutiei sistemului (1) se poate realiza direct, fara inversarea matricei Sistemului prin
transformari echivalente in vederea gasirii unor sisteme particulare (diagonale, triunghiulare) pentru care
solutiile se gasesc usor sau indirect, cu relatia

[X]=[A]" [B]. (3)

Pe de alta parte, metodele de rezolvare a sistemelor liniare pot fi: exacte, cand solutia se determind intr-un
numar finit i bine determinat de operatii aritmetice sau aproximative (iterative), cand solutia se determina intr-
un numar nedefinit de operatii matematice, in functie de 0 precizia dorita.

Metodele exacte (Gauss, Gauss-Jordan etc.), care implica multe operatii aritmetice, acumulari mari ale
erorilor de rotunjire, timp mare de calculator si necesitati de memorie mari, fac ca in final, precizia teoretica
scontatd sd nu se realizeze [ Vraciu, 1982] fiind folosite la rezolvarea sistemelor de ordin nu prea mare (n < 1000).

Metodele iterative (Jacobi, Gauss-Seidel etc.) sunt mai rapide decat cele exacte, necesita un numar mai mic
de operatii aritmetice, putand fi aplicate cu succes si la rezolvarea sistemelor de dimensiuni mari (n > 50) cand
metodele exacte devin costisitoare. Aceste metode fiind mult mai eficiente, in primul rand, ca viteza de calcul.
s-au iImpus, odata cu cresterea memoriei centrale (RAM) a calculatoarelor.




MEF-AIL.1.2.2 METODA DE ELIMINARE (TRUNGHIULARIZARE) A LUI
GAUSS

Metoda lui Gauss este una din cele mai vechi si larg raspanditad metoda directd si exactd de rezolvare a
sistemelor cu ecuatii liniare. Dintre metodele exacte este metoda care necesitd cele mai putine operatii
matematice, ceea ce explica utilizarea ei frecvent in programele de element finit, in diferite variante. Numarul
mai mic de operatii conduce la un timp de calcul scazut si la precizie marita, deoarece erorile din timpul
rezolvarii se acumuleaza de la o operatie aritmetica la alta [Munteanu, 1981]. Ideea de baza a acestei metode
constda in aducereca prin transformari elementare a matricei sistemului la forma echivalenta, superior
triunghiulard si apoi prin substituirea succesiva, in sens invers, determinarea necunoscutelor.

Triunghiularizarea matricei sistemului se va realiza folosind algoritmul prezentat in cap. MEF-Al.1.1).
Modificarea succesiva corespunzatoare a elementelor matricei termenilor liberi se va realiza cu relatia

k k-1 al k-1
bu( ) — bi( ) _ I(kk 5 b( ), (4)
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Pornind de la ultima ecuatie prin inlocuiri succesive (retrosubstitutia), rezulta
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cu k=1,2,...,n-1.
Dacd matricea sistemului este simetrica, ajj = aj;, relatiile de triunghiularizare (4) devin:
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incare k=1, 2,..., n-1; i = k+1, k+1,...n; j = k+1, k+2,..., n. Acest algoritm lucreaza numai cu coeficientii de
deasupra diagonalei principale (inclusiv ai acesteia), ceea ce implicd o mare economie de memorie §i micsorare
a timpului de calcul.

In fig. 1 se prezinta, subprogramele GAUSS si GAUSS S care au la bazi metoda elimindrii a lui Gauss
pentru rezolvarea sistemelor liniare cu matrice nesingulara si, respectiv, in plus simetrica.

Daca coeficientii si necunoscutele sunt numere intregi, rezultatul obtinut prin aceastd metoda este exact. De
cele mai multe ori se lucreaza cu numere zecimale. Calculatorul lucreaza insa cu un numar limitat de zecimale
dupa virgula, 7 sau 14 zecimale pentru cazul calculelor in simpla precizie sau respectiv dubla precizie. Prin
urmare, se introduce o eroare de rotunjire, care la un sistem cu multe ecuatii nu poate fi neglijata. in continuare,
se prezinta o metoda de ameliorare a preciziei de calcul, de asemenea prin metoda eliminarii a lui Gauss.

Se considera ca datorita erorilor de rotunjire menfionate mai sus, In urma rezolvarii sistemului de ecuatii

prin metoda eliminarii, intre solutia aproximativa obtinuta [X } si solutia exacta exista relatia,

[X]=[X]+[e]. ©)

in care [8] reprezinti matricea abaterilor (corectiilor) datorita erorilor de rotunjire. Inlocuind relatia (8) in (2),
rezulta reziduul (eroarea) solutiei aproximative

[e]=[A][5], 9)

dat si de relatia,

[2]=[B]-[AILX] (10)
Algoritmul determinarii abaterii [3] a solutiei obtinute [Y} consta in rezolvarea sistemului (9) — de asemenea

cu metoda Gauss — in care reziduul [g] s-a calculat cu relatia (10).

Metoda eliminarii a lui Gauss permite gasirea solutiei unui sistem de ecuatii liniare de ordinul n, intr-un
numadr finit de pasi, necesitaind un numar de operatii elementare de ordinul n’. Odati cu cresterea ordinului
sistemului, erorile de rotunjire se pot acumula dramatic, ducand la erori relative mari ale solutiei. Pentru
minimizarea erorilor, pivotul (elementul ax de pe diagonala principald a matricei sistemului) trebuie sa fie cat
mai mare, deci, in consecintd, se impune reordonarea ecuatiilor sistemului dupa fiecare etapa. Acest procedeu
de pivotare cu reordonarea implica un numar important de operatii suplimentare in cazul sistemelor mari.

MEF-Al.1.2.3 METODA DESCOMPUNERII A LUl CHOLESKY

Deoarece, in cazul MEF, adeseori, matricea sistemului de ecuatii este simetrica, cu elementele de pe
diagonala principalda pozitive (matricea este pozitiv definitd), se poate aplica metoda Cholesky de
triunghiularizare a matricei sistemului, prezentata in cap. MEF-AI.1.1.

Sistemul de ecuatii liniare (2), tinand cont de relatia (25, cap. MEF-AI.1.1), devine

[s] [s][x]=[B] (11)

[s] [U]=[B], (12)
[SI[X]=[V]. (13)

Rezolvand sistemul (12) prin substitutie, rezultd elementele matricei coloana [U] si tindnd cont de aceasta, prin
retrosubstitutie, din (13) se determina matricea necunoscuta [X]. Substitutia si retrosubstitutia se efectucaza la
fel ca In cazul metodei elimindrii a lui Gauss.



Procedure GAUSS {var n:integer;a:mat;r:vect);
{type mat=array([l..n,l..n] of real;vect=array([l..n] of real;}
var 1,3,1,1il:integer;

begin
{triunghiularizare}
for i:=1 to n-1 do
begin
if af[i,i] <> 0 then
begin
Li=1i+1;
r{i}:=r[i]/ali,il;
for j:=1 to n do ali,jli=afi,jl/ali,i}:
for il:=1 to n do
begin
rlill:=rfill-alil,i]*r(i];
for j:=1 to n do
a(il,jl:=alil,j]-alil, i}*ali, 3]
end;
end;
and;

r(n]:=r[nl/aln,nl;
{retrosubstitutia}
for i:=n-1 downto 1 do
for 3:=i+1 to n de ri{ij:=r{il-ali,jl*r(3];
end;

Procedure GAUSS_S (var n,nm:integer;a:vectl;r:vect2);

{matricea simetricid a sistemului de ordinul n se organizeazZ sub
forma unui vector de ordinul nm = n*(n+l)/2, care contine numai
elementele partii superioare}

{type vectl=array[l..mm] of real;vect2=array[l..n] of real;}

var nn,nl,mm,ml,mi,im,ij,mj,i,3,m,nx,11l,jl,nt:integer;
{triunghiularizarea}

begin
nn:=n;
nl:=n-1;
mm:=1;
for m:=1 to n do
begin
ml:=m+l;
if a(m) <> 0 then
begin
r[m]:=r[m]/almm];
if m < n then
begin
mi :=mm;
for i:=ml to n do
begin
miz:=mi+l;
a[mi}:=a{mi]/a[rmm];
end;
im:=mm;
ije=mi;
for i:=ml to n do
begin
im:=im+1;
riil:=r{il-alimi*a(mm]/rim];
mj:=im;
for j:=1i to n do
begin
1je=1i9+41;
alijl:=alijl-alim]*almm]/a(nj];
mj:=mj+1i;
end;
end;
end;
if m < n then
begin
mm : =mm+nn;
nn:=nn-1;
end;
end;
end;
nt:=Trunc(n* (n+1)/2);
nx:=2;
for i:=1 to nl do
begin
nt:
ij:
il:
31:
for j
nx:=nx+l;
end;
end;

Fig. 1
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In lucrarea [Munteanu, 1982] se prezinta detaliat subprogramul de rezolvare a unui sistem de ecuatii liniare,
care are matricea cu proprietdtile mentionate mai sus.

Metoda descompunerii a lui Cholesky, ca si metoda triunghiularizarii a lui Gauss, este o metoda directa,
exactd de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare.

MEF-AI.1.2.4 METODA APROXIMATIILOR SUCCESIVE (JACOBI)

Aceasta metoda permite gasirea solugfiei unui sistem de ecuatii liniare, pornind de la o aproximatie initiala a
solutiei, pe baza unui proces iterativ. Restrictiile de utilizare a acestei metode sunt legate de asigurarea
convergentei procesului iterativ. Convergenta (apropierea solutiei aproximative de solutia exacta) este asigurata
dacad elementele de pe diagonala principald a matricei sistemului sunt nenule $i mai mari in modul decat
modulul celorlalte elemente ale liniei respective (matrice dominant diagonala).

Presupunand elementele diagonalei principale nenule, rezolvand prima ecuatie a sistemului (1) in raport cu
X1, a doua 1n raport cu X» si asa mai departe, a n-a n raport cu x,, se obfine sistemul echivalent

[X]=[A]+[«][X] (14)
in care,
ay ay, B
(o] = Uy Ay ... Ay, 1A]- B> | (15)
ci an o] LA
cu
ay =D, f=2, (16)

pentru: i, j = 1,2,..., n; i # J; aii = 0; a;, bj — elementele matricelor sistemului (2).
Procesul aproximatiilor succesive porneste cu solutia aproximativa initiald (de ordinul zero)

[X(O)]=[,B], (17)
care inlocuita in (1.14) genereaza solutia aproximativa de ordinul unu,

[ XO]=[p]+[a][ ] (18)

Continuand nlocuirile succesive, se obtine solutia aproximativa de ordinul k,

[ X©]=[p]+[a][ X" ] (19)
si se poate considera ca solutia exactd a sistemului este

[X]=lim[ X® ], (20)

Sintetic, relatiile procesului iterativ se scriu sub forma:

0
X = B,
n (21)
k k-1
j=Li#l



Unde,i=1,2,...,nsik=1,2,....
Procesul iterativ descris de aceste relatii se continua pana cand eroarea absoluta

Ai(k) _ Xi(k) _ Xi(k—l) (22)
respecta relatia

max‘Ai(k)‘ <&, (23)

in care, € reprezintd eroarea maxima admisibila, prescrisa.
Implementarea sub forma de program a algoritmului Jacobi este greoaie si, in continuare, se prezinta
metoda Gauss-Seidel, care are si avantaje legate de convergenta si necesarul de memorie.

MEF-Al.1.25 METODA GAUSS-SEIDEL

Aceasta metoda este o modificare a metodei Jacobi, in scopul realizarii avantajelor prezentate mai sus, care
consta in calculul componentei aproximative a solutiei sistemului, de la pasul k, Xi(k) in functie de
componentele x*),x{, ..., x®)  deja calculate in cadrul acestui pas si componentele x* 2, x ™ . x*P dela

1y N o
pasul anterior.
Astfel, solutiile aproximarilor succesive la pasul k =1, 2, ... se pot calcula cu relatiile:

n
k k-1
X = B+ 3 onxi Y,
=1

n
K K
Xg ) =ﬂ2+0‘21X1( )+ZO‘2
j=2

(k-1)
iX]

.............. e (24

n-1
k k k-1
Xr(1 : = b +zanjxg )+annxr(1 )
1

Procesul iterativ descris de aceste relatii si in cazul acestei metode continud pana cand se verifica relatia
(23).

Pentru realizarea unei convergente sigure, indiferent de alegerea solutiei initiale, este necesara
transformarea sistemului initial Intr-un sistem care are matricea simetrica si pozitiv definitd. Aceasta se obtine

inmultind la stanga, cu [A]T , ecuatia matriceala a sistemului liniar (2), care are matricea [A] nesingularad [Beu,
1992]. Astfel, sistemul de rezolvat devine,

[AT [AI[X]=[A]'[B] (25)

In fig. 2 se prezinta, subprogramele SEIDEL si SEIDEL T destinate rezolvarii sistemelor liniare, fira
transformarea, §i, respectiv, cU transformarea matricei sistemului in vederea asigurarii convergentei.

MEF-AI1.1.2.6 REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE CU
RESTRICTII

Procedeele matematice de rezolvare a unui sistem de ecuatii cu restrictii sunt multiple. Cele mai utilizate
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metode sunt eliminarea unui numar de ecuatii egal cu numarul conditiilor de restrictie, metoda multiplicatorilor
Lagrange si metoda functiei de penalizare.

Procedure SEIDEL{var n integer;a:mat;:;b:vect;er:real);
{type mat=array{l. .n] of real;vect=array[l..n] of real;}
var i,9,k,kmax: 1nteger,

beta vect;s,emax:real;

begin
kmax:=100;
for i:=1 to n do
begin
betalil]: -b[l]/a{i il:
se=-1, Ofa[l i]
for j:=1 tc n do afi, j} =g*ali, j].
end;
k:=0Q;
for i:=1 to n dc bi]:=betalil;
repeat ’
emax:=0.0;
ki=k+1;
for i:=1 to n do
begin
g "beta[ll _
for j:=1 to n do s:=s+ali,jl*b[j]:
bli]l:=b[1i]+s; '
if bli] <> ¢ then s:=s5/b[i];
if abs{s) > emax then emax:=abs(s);
end;
until (emax < er) or (k = kmax):

end;
Procedure SEIDEL T(var n:integer;a:mat:b:vect;er:real);

(type mat=array[T..n,1..n] of real;vect=array[l..n] of real;}
var 1i,7,k,kmax: 1nteger beta:vect;ax:mat;s,emax:real;
begin

{transformare matrice}

for i:=1 to n do

begin
for j:=1 to 1 do
begin
s5:=0,0;
for k:=1 to n do s:=s+alk,i]l*alk,i];
axli,dlr=8; ax[]j,1]:=8;
end;
s:=0;

for j:=1 to n do s:=g+a(j,i]*bli];
betafi]l:=s;
end;
{rezolvarea propiu~zisi}
kmax:=100;
for i:=1 to n do
begin
beta[i]:=b{i)/ax{i,i];
gr=-1,0C/ax[i,1];
for j:=1 to n do ax[i,jl:=s*ax[i,79];
end;
k:=0;
for 1i:=1 to n do
b{il:=betalil;

- repeat
emax;:=0.0;
ki=k+1;
for i:=1 to n do
begin
s:=betalil;
for j:=1 to n do o
s-"s+ax[1,3]*b[J],
bBli)i=b{il+s;
if b[i] <> 0 then s:=s/b[i];
if abs(s) > emax then emax: "abs(s);
end;
until {emax < er) or (k = kmax);
end;

Fig. 2



MEF-AlI.1.2.7 FUNCTII MATLAB

Pentru obtinerea solutiei unui sistem de ecuatii liniare de forma AX = B sau XA = B (v. rel. (2)) se poate
folosi una din comenzile X=A\B sau X=B/A.

In practica, ecuatiile liniare de forma AX = B cu matricea A pitratica sunt mai des intalnite. Dacd matricea
A este singulard (determinantul este nul) atunci solutia ecuatiei AX =B este unici. In vederea evaluirii
preliminare asupra existentei solutiei unice in MATLAB se poate calcula rangul matricei extinse a sistemului
obtinuta prin concatenarea matricei sistemului A cu matricea (vectorul) termenilor liberi B, folosind comanda
rank([A B]). Daca rangul matricei A este egal cu rangul matricei extinse sistemul este determinat cu solutie
unica. In caz contrar sistemul poate fi nedeterminat cu o infinitate de solutii sau incompatibil.

Pe de alta parte, in multe situatii, inclusiv a MEF, este important a se evalua preliminar precizia solutiei
obtinute. Astfel, se poate calcula precizia cu relatia, p=2,2.10"°cond(A) [Ghinea, 2003], in care, cond(A) este
comanda MATLAB de calcul a unui factor de conditionare care este 0 masurd a apropierii matricei A de
singularitate (pentru o matrice singulara factorul de conditionare este infinit {i pentru matricea unitate este 1).

Testele arata ca varianta cu operatorul / (impartire la dreapta) este mult mai rapida, mai ales, pentru
sistemele de ecuatii mari si foarte mari.

MATLAB foloseste, pentru matrice patratice, douda metode de baza, pentru factorizarea matricelor:
Factorizarea Cholesky-pentru matrice simetrice, pozitiv definite
Factorizarea Lower Upper (LU)-eliminarea Gauss, pentru matrice patratice
Toate aceste metode de factorizare se apeleaza, in MATLAB, utilizand functiile specifice: chol si lu.
Caracteristica, valabild in toate metodele, o constituie utilizarea matricei triunghiulare ale carei elemente,
situate deasupra sau sub diagonala principald, sunt toate egale cu zero.

Factorizarea Cholesky se realizeaza cu functia MATLAB chol, care se apeleaza cu una din sintaxele din

tab. 1 care genereaza matricea superior triunghiulara si pentru a doua varianta de apelare in plus genereaza un
factor p care in cazul in care are valoarea zero matricea este pozitiv definitd. Rezolvarea sistemelor de ecuatii
AX=B prin factorizarea Cholesky presupune, X=U\(L\B).
Prin factorizarea lower-upper (lu), 0 matrice patratica este descompusa sub forma produsului a doua matrice
triunghiulare: L inferior triunghiulara (lower) permutata si U, o matrice superior triunghiulara (upper).
Rezolvarea sistemelor de ecuatii AX=B prin factorizarea lower upper presupune accesarea comenzii
X=U\(L\B).

Tab. 1
CNrI,;' Functia | Semnificatie rezultat Exemple Rezultat
1 chol Matricea L=chol(pascal(3)) 1 1 1
triunghiulara [L p]=chol(pascal(3)) 0 1 2
superior si factorul = a 1
de pozitivitate (L*L’=A) 0
2 lu Matricele [L U]=lu(pascal(3)) 1.0000 o 0
triunghiulare 1.0000 0.5000 1.0000
superior si inferior (L*U=pascal(3)) 1.0000 1.0000 0
1.0000 1.0000 1.0000
0 2.0000 5.0000
0 0 -0.5000

Toate sistemele de ecuatii liniare, are permit utilizarea matricelor triunghiulare (factorizari), se rezolva usor folosind pre-
sau post-substitutia (substitugia inainte si inapoi, retrosubstitutoa). Sistemul superior triunghiular se rezolva prin
substitutie inapoi (retrosubstitutia) folosind functia RS.



