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MEF-AI.1.1.1 INTRODUCERE

Fundamentarea teoretica riguroasa din punct de vedere matematic, a Metodei Elementelor Finite (MEF),
presupune cunostinte avansate de modelare matematica analiticd si numerica, in corelatie. Deoarece aceasta
lucrare nu se adreseaza celor implicati In cercetarea teoretica fundamentald a MEF, 1n acest capitol se prezinta
elemente de calcul matriceal necesare intelegerii, implementarii si aplicarii acestei metode de catre utilizatori si
programatori.

Calculul matriceal constituie un instrument de calcul deosebit de eficient care in varianta asistat de
calculator este folosit frecvent in studiul sistemelor si proceselor fizice, in special, a celor studiate de inginerie.
De aceea, cunoasterea temeinica a notiunilor si operatiilor matriceale de catre ingineri este calea cea mai
eficienta pentru modelari matematice urmate de rezolvari asistate de calculatorul numeric (inclusiv cu MRF).
Prezentarea unor proprietati de baza si a unor operatii cu matrice este efectuata, in continuare, in special, pentru
fundamentarea calculelor analitice si numerice care se vor efectua pe parcursul acestei lucrari.

MEF-AI.1.1.2 DEFINTII SI NOTIUNI PRIMARE

Functia A: M x N - C,cu A(i,j)=aj € C,ie M, jeNsiM={1,2,..,m} N={l,2,.., m}
mulfimea primelor m, respectiv n numere naturale nenule, se numeste matrice [Leonte, 1975; Levy, 1976].
Deci, matricea se poate considera un ansamblu de m x n elemente dispuse pe m linii si n coloane, intr-un tablou
dreptunghiular, notat

&, a, ... &,
[A] _ Ay, Ay ... M
a'ml a'm2 amn
sau sintetic,
[A]=] 3 :Im,n : (2)

Indicii asociafi fiecarui element al unei matrice, ajj, definesc pozitia acestuia. Astfel, indicii i1 =1, 2,....,m
sij=1,2,...,nindica linia, respectiv coloana in care se afla elementul.
Multimea elementelor unei matrice poate fi compusa din numere, expresii matematice sau alfanumerice si,
chiar, din matrice.
Matricea coloand este matricea care are o singura coloand (n = 1) si numarul de linii m > 1, notata cu



b
[B]=|.” (3)
by,
sau sintetic,
[B]=[bu],,,- (@)

Matricea linie este matricea care are o singura linie (m = 1) si numarul de coloane n > 1, notata

[C]=[c c,...C,] (5)
sau sintetic,
[c]=[ay; ], (6)

Matricea nula (zero) este matricea care are toate elementele egale cu zero (a;; = 0). Similar se poate defini
si matricea unitate cu toate elemente egale cu unitatea.

Matricea are numarul liniilor, n, egal cu numarul coloanelor, m(m = n), se numeste matrice patratica sau
matrice de ordinul n.

Matricea diagonald este matricea de ordinul n care are toate elementele de pe diagonala principala

diferite de zero (a;j # 0, pentru i = j) si celelalte elemente nule (ajj = 0, pentru i # j). In formd extinsi, matricea
diagonala se poate scrie,

d, O 0
0 d, .. 0

[D]= 22 . @)
0 0 a

Matricea identitate este matricea diagonala, care are toate elementele diagonalei principale egale cu
unitatea. De obicei, aceasta matrice se noteaza

1 0 0
1 0
0 O 1

notatie care se va pastra si, in continuare.
Matricea triunghiulard este matricea patratici cu elemente nenule dispuse deasupra (superior

triunghiulard) sau sub (inferior triunghiulard) diagonala principald si cu celelalte elemente egale cu zero. In
forma extinsa, acestea se pot scrie

all a12 .o aln
0 a ... a

[As] _ 22 2n ’ )
0O O a

nn



(Al = ) 10)

a.nl a.n2 DY ann

Matricea patratica cu elementele ajj = aji, pentru oricare i # j, se numeste matrice simetricd. Daca ajj = -aji,
pentru i # j, matricea se numeste antisimetrica (alternanta).

Compararea din punctul de vedere al valorilor si pozitiei elementelor, a matricelor patratice, se poate
realiza cu ajutorul determinantului, care este suma celor n! produse posibile cu elemente apartinand la linii si
coloane distincte. Determinantul matricei patratice de ordinul n se noteaza cu una din variantele:

a ap an
a a
detA=|Al="" 7% 2 (11)
anl an2 ann

si poate fi un numar, expresie matematica sau alfanumerica.

Matricea patratica cu determinatul asociat care are valoarea zero se numeste matrice singulara Sau
degenerata.

La rezolvarea problemelor cu MEF se intalnesc frecvent matrice patratice de dimensiuni mari si cu
numarul de elemente nenule mic (rarefiate sau slab populate). De obicei, elementele nenule sunt grupate sub
forma de banda, in jurul diagonalei principale a matricei. Aceastd matrice se numeste matrice banda si are
forma,

<—1—>|

=% |a; 3, a5 0 0 0 0 0

I Ay 8y Ay Ay 0 0 0 0
ey A aym ay 0 0 0 0

0 a, a,; ay 0 0 0 0

e ”

an73,n73 anf?,,nfz an73,n71 O

»

an—2,n—3 an—2,n—2 an—2,n—1 an—2,n

an—1,n—3 an—l,n—2 an—1,n—1 an—1,n I
A
0 a a

L an,n—2 n,n-1 n,n
|

Dimensiunea benzii in care sunt dispuse elementele matriceale, exprimata prin numarul elementelor
nenule ale unei linii sau coloane, este .

o O O o
o O O O
o O O o
o O O o

MEF-A1.1.1.3 OPERATII CU ELEMENTELE UNEI MATRICE

Transpunerea matricelor. O1pera‘;ia de transpunere a matricei [A] (v. (1.1)) presupune determinarea
unei matrice transpusa, notata cu [A]’, care are ca linii coloanele matricei initiale. Astfel, forma transpusei
matricei de ordinul (m, n) este matricea de ordinul (n, m),



1 dp ... Ay

[A]T _ dy; Qyy ... Ay . (13)

&y Ay ... Ay

Prin transpunere, matricele coloana si linie date de relatiile (3) si (5) devin matrice linie

[B]' =[b, b,...b,], (14)

si, respectiv, coloana,
[C]T - : ! (15)

Subprogramul de TRANSP, care realizeaza operatia de transpunere a unei matrice de ordinul (m, n) este
prezentat in fig. 1

Procedure TRANSP (var m,n:integer;a:matl;at:mat2);
{type matl=array[l..m,1..n] of real;mat2=array[l..n,l..m] of real;}
var i,j:integer;
begin :
for i:=1 to m do
for j:=1 to n do at([j,i]:=ali,j];
end;
Fig. 1

Inversarea matricelor. Se considera ca matricea patratica [A] de ordinul n, nesingulard, este inversabila
daca existd matricea inversa, notata cu [A]’l, astfel incat,

[A] [A]* = [A]'A] = [I] (16)

Matricea inversa se poate calcula cu relatia,
o [AT
[A]" = (AL 17)

in care [A] este matricea asociatd (adjunctd sau reciprocd), obtinutd prin transpunerea matricei
complementelor algebrice ale matricei inifiale [A].
Matricea complementelor algebrice este

M Ac c c
all a12 oo a-ln
c c c
c a a ... a
[A] — 21 22 2n ’ (18)
c c c
_anl a, ... ann_

cu elementul a;;°, complementul algebric al elementului ajj al matricei [A], dat de relatia




Q1 - Q1 Yy - G
aC = (L1)i*) Qg1 - Hgja Hgja - B (19)
ij =
Qg1 - A g Qg Q10
an : an, j-1 a‘n, j+1 Ann

Matricea asociata se calculeaza cu relatia,

(AT =[[AF ] - 0)

Aceasta metoda de calcul a matricei inverse, pentru matrice de dimensiuni mari, cu n de ordinul sutelor sau
miilor, este greoaie, uneori inaccesibild, chiar folosind calculatorul electronic. De aceea, in practica, pentru a
obtine matricea inversa se folosesc alte metode, usor programabile [Banet, 1981], dintre care, in continuare, se
prezinta metoda transformarii matricei [A] in matrice unitate.

Pornind de la matricea extinsd [[A][I]], se fac transformari, astfel incat in locul matricelor [A] si [I] din

matricea extinsd si apara matricele unitate [ | ] si, respectiv, [A]™", dupa urmitorul algoritm,

&, &y ... ;1 0 ... 0
ay Ay ... a3, 0 1 ... 0
AT =) 5 2 T
8y @ ... 8, 0 0 ... 1] ey
1 0 .. 0af a} ... at]
|01 L 0ay Ay . oAy :[[I][A]fl}
0 0 o Tay ay . oay]

Calculele de transformare se desfisoara in n pasi. In fiecare pas se transforma cate o singurd coloani a
matricei [A] si, respectiv, a matricei unitate. Elementele transformate ale matricei extinse se obtin cu regula
dreptunghiului (eliminarea gaussiana), care are la baza relatia,

(K) — 5(k-D) '(kk_l) (k-1) 22
_ eh .
aij —aij —Wakj ) ( )
Ak

incarek=1,2,...,n-1; i=k+1, k+2,..., n.
Elementul ax # 0, care apare la numitor in relatia (22), se numeste pivot. Daca ayk = 0, se face schimbarea
liniei respective cu o alta linie care are pivotul nenul.
In lucrarea [Marinescu, 1987] se prezinti mai multe metode si programe de calculator de inversare a
matricelor patratice.

Triunghiularizarea matricelor. Operatia de triunghiularizare a unei matrice presupune transformarea
acesteia, folosind proprietatile operatiilor cu elementele unei matrice, intr-o matrice triunghiulard (superior sau
inferior), echivalenta.

Dintre multiplele metode de triunghiularizare posibile [Bucur, 1983], in continuare, se prezintd doua
metode, frecvent aplicabile in cadrul MEF.

Metoda lui Gauss de triunghiularizare implica transformari succesive ale matricei initiale, dupa urmatorul
algoritm:



1 1
|8 Ap &, | |0 afy afy L
[A]- : -
ay ap A, _O a,ﬂlz) a,%) }
_ A
a; ap A k41 Ay
1 1 1
0 af .. afl, .. af
K K
0 0 alg+)1,k+1”' aIE+)2,n
K K
0 0o ... af), ... al] on
Qg Qp ... Y aln
1 1 1
0 af .. afl, a")
-2 n-2
O O cen ar(1r111,)n—1 ar(]_l’n)
0o 0 .. 0 ap?]

Transformarea succesiva a elementelor liniilor matricei [A], in cadrul pasului k, se realizeaza cu relatia (22),
in care se considera k=1, 2,...,n-1; j=k+1, k+2,...,nsii=k+1,k+2, ..., n.

Subprogramul de TRI_G, care realizeaza triunghularizarea unei matrice patratice de ordinul n cu elementele
diagonalei principale nenule si foloseste algoritmul de mai sus, este prezentat in fig. 2

Procedure TRI_G(var n:integer;a:mat);
{type mat=array([l..n,l..n] of real;}
var i,3,1i1,31,1:integer; _
begin
for i:=1 to n-1 do
begin
if afi,i] <> 0 then
begin
1:=i+1;
for j:=1 to n do ali,3]l:=ali,jl/ali,i];
for il:=1 to n do
for j:=1 to n do
alil,jl:=alil,dl-alil,i]1*ali,J1:
end
else

writeln{'Eroare, pivot zero');
end;
end;

Fig. 2

Metoda de triunghiularizare bazatd pe factorizarea Cholesky se aplicd matricelor simetrice si pozitiv
definite. O matrice se considera pozitiv definita cand toti determinantii posibili, care au primul element acelasi
cu primul element al matricei, sunt pozitivi. In aceste conditii, matricea se poate descompune sub forma de
produs a doud matrice [Munteanu, 1976],

[A]=[5] [s] (25)

in care, [S] este 0 matrice superior triunghiulara. Explicit, relatia (25) are forma



sy 0 . 0 fIsy s, .Sy a; 3 .
S . 0 0 s .S a a . a
Sip S 22 2n 21 9 2n | (26)

s1n S2n ' Snn 0 0 ' snn an1 an2 ' ann

Din aceasta ecuatie matriceald, rezulta elementele liniilor matricei [S]:

a A
SHENETE slzzi,---,slj =§, 27)

cuj=2,3,...,n, pentru prima linie;

i1
— %j_z%ﬁﬁu
Si ﬂ/aii_zslzi’---’sij =—0, (28)
= Sii

ui=2,3,...,n-1;j=1i+1, 1+2,..., n, pentru linia i.
Subprogramul de TRI_C, care realizeaza triunghiularizarea unei matrice simetrice pozitiv definita, folosind
acest algoritm, este prezentat in fig. 2
Procedure TRI_C(var n:integer;a,s:mat):

{type mat=array{l..n,l..n] of real }
var i,3,k,31,72: 1nteger sum: real

begln
[1, 1] =gqgrt(af{l,1]};
for i:=2 ton do s[i,1]}:=ali,1]/s[1,1]
for j:=2 to n do
begin
jl —j 1r
for i:=1 to j1 do s[i,j]:=0;
sum:=0;
for k:=1 to jl do sum:=sum+s[j,kl*s[i,k];
s{j,jl:=sqrt(alj,j]l-sum};
if 3 < n then
begin
J2:=9+1;
for i:=jZ2 to n do
begin
sum:=0;
for k:=1 to jl do sum =gum+s {i,k]*s[],kl;
s{i,j]l:=(ali,jl~sum)/s{3,31;
end;
end;
end;
end;

Fig. 2

Partitionarea matricelor. Definitia matricei nu exclude posibilitatea ca fiecare element sau grup de
elemente ale unei matrice sa fie, de asemenea, matrice, denumite in mod uzual submatrice (blocuri).

Astfel, matricea,

ay, - A pi1 oy, |

[s]=| ™ % Teea o G {[A] [B]} (29)
a'p+1,1 ' a‘p+1,p ap+l,p+1 ' a'p+1,n [C] [D]
_anl ' a'np an, p+1 ' ann ]




este divizata, de exemplu, in patru submatrice (blocuri).

Operatia de divizare in submatrice a unei matrice se numeste partifionare si este utild in efectuarea
operatiilor matriceale, mai ales in cazul matricelor de dimensiuni mari. De exemplu, pentru inversarea matricei
[S] partitionata ca in relatia (29), cu |A| # 0 si |D| # 0, considerand inversa de forma,

K] [
ST ] o) 0

din ecuatia matriceala,

15T =] (o1 ] )L ) e

efectuand operatiile de Tnmultire si echivalare, rezulta:

IN]=[[]-[cITAT (8] -
[L)=-[A"[B](N], @)
[M]=-[N][c][A]".
[K]=[A]"~[A]"[B][M].
In relatia (31), [l1] si [I2] sunt matrice unitate de ordinul p, respectiv n-p, iar [O1] si [O2] sunt matrice

nule, de ordinul n-p si, respectiv, p. Se observa, in relatiile (32), ca pentru calculul matricei inverse [S]™ este
necesar calculul a doud matrice inverse, una de ordinul p pentru matricea [A] si cealaltd de ordinul n-p pentru

matricea | [D]-[C][A][B]

MEF-Al.1.1.4 OPERATII CU MATRICE

Adunarea si scaderea matricelor. Operatia de adunare (scadere) a doud matrice este conditionata de
compatibilitatea celor doud matrice pentru aceastd operatie, adica sa fie de acelasi ordin. Deci, suma (diferenta)
matricelor [A] si [B], de ordinul (m, n) este matricea,

[C]=[A]=[B], (33)

de ordinul (m, n), cu elementele c;j = ajj * bj.
Adunarea matricelor are proprietatile (asociativitate, comutativitate, matrice neutrd, matrice opusa) definite
de relatiile:

[Al+([B]+[C])=([Al+[B])+[C],

[A]+[B]=[B]+[A],

[A]+[0]=[A],

[A]+(-[A])=[0]

Subprogramul de SUM, care realizeaza adunarea matricelor [A] si [B] de ordinul (m, n) cu obtinerea
rezultatului Tn matricea [A], este prezentat in fig. 3.

inmultirea unei matrice cu un scalar. Operatia de inmultire a matricei [A] cu scalarul o presupune
obtinerea matriceli,

(34)

[C]=a[A], (35)



Procedure SUM(var m,n:integer;a,b:matl);
{type matl=array{l..m,1l..n] of real;}
var 1,7j:integer;
begin
for i:=1 to m do
for j:=1 to n do ali,3]:=ali,jl+bli,3]:

end;
Fig. 3

care are acelasi ordin cu matricea [A] si elementele cjj = o ajj.
Proprietatile operatiei de Tnmultire a unei matrice cu un scalar sunt:

o ([B][A]) = («[B])[A]=[B](«[Al). (36)

in care [A], [B] sunt matrice care au acelasi ordin si o, 3 scalari oarecare.
In fig. 4, se prezintd programul MULTIP_S care realizeaza inmultirea unei matrice [A] cu scalarul real o,
notat cu alfa.

Procedure MULTIP_S (var m,n:integer;a,c:matl;alfa:real);
{type matl=array[{l..m,1..n] of real;}
var i,Jj:integexr;
begin
for i:=1 to m do
for j:=1 to n do c{i,j]:=alfa*ali,j]:;
end;
Fig. 4

inmultirea matricelor. O matrice [A] de ordinul (m, n) prin inmultirea cu matricea [B] de ordinul (n, p),
dupa regula ,,linie-coloana”, genereaza matricea,

[C1=[A][B], (37)

de ordinul (m, p), cu elementele
n
Cj = D &by
k=1

Se observa ca pentru operatia de inmultire matricele trebuie sa fie compatibile (conforme), adica numarul de
linii al unei matrice sa fie egal cu numarul de coloane al celeilalte matrice.

Operatia de inmultire a matricelor are urmatoarele proprietati principale (asociativitate, matrice neutra,
matrice opusa, distributivitate):

(38)



Produsul a doud matrice, in general, nu este comutativ [A] [B] # [B] [A]. Exista situatii cand [A] #[C] si
este indeplinita egalitatea [A] [B] = [C] [B].

Subprogramele MULTI 1 si MULTI 2, care realizeazd inmultirea a doud matrice compatibile pentru
operatia de inmultire, sunt prezentate in fig. 5.

Procedure MULTI 1 (var m,p,n:integer;cimatl;aimat2;b:mat3);
{type matl=array(l..m,1l..n] of real;mat2=array(l..m,1..p] of real:;
mat3=array[l..p,1..nl of real;}
var i,7j,k:integer;
begin
for i:=1 to m do
for j:=1 to n. do

begin
0[113} 1=0;
dfor k:=1 to p do cli,jl:=c{i,jl+ali,kl*blk,3];
end;

end;
Procedure MULTI 2 (var m,p,n:integer;c:matl;a:mat2;b:mat3);
{type matl=array(l..m,1..n] of real;matZ=array(l..m,l..p] of real;
mat3=array[l..p,1l..n] of real:}
var i,7,k:integer;
begin

for i:=1 to m do

for 4:=1 toe n do

begin
cli,3]:=0;
fer k=1 to p do
begin
odif (ali,ki <> 0) and (bfk,j} <> 0) then
cli,jii=cli,jl+ali, ki*blk,Jis
end;
end;

end;
Fig. 4

Operatii cu matrice transpuse si inverse. In continuare, se prezintd sintetic, principalele proprietati ale
operatiilor matriceale cu matrice transpuse si inverse:

[[A]+[B]]' =[A] +[8] .
[a]A]] =a[A],
AT | =[A] 9)

Daca [D]=[A] [B] [C], atunci

[D]" =[C]" [B]" [A]". (40)
Daca [D] =[A] [B] [C] si [A], [B], [C] sunt nesingulare, atunci

[DI™* =[C]" [B]™ [A]". (41)

Daca matricea [A] respecta condifia,
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[A][A]" = [A]'[A] = [1], (42)
rezulta,
[A]'= [A]™. (43)

Matricea care verificd aceasta relatie se numeste matrice ortogonala.
Aplicand proprietatea (40), suma de produse de tipul,

L=Fd,+F0,+..+F.&,, (44)
poate fi scrisi sub formele:
L=[F] [s]=[oT [F] ()
in care, [F] = [F1 Fa...Fu] si[8] = [81 8,...8,] .
MEF-AIL.1.1.4 OPERATII SI FUNCTII MATLAB DE LUCRU CU MATRICE

Pachetul MATLAB (MATrix LABoratory) este limbaj de nivel inalt care integreaza calculul, vizualizarea si
programarea, cu precadere, bazate pe entitafi de tip matrice intr-un mediu usor de utilizat cu intrari/iesiri,
instructiuni de control, functii, grafice, structuri de date diverse si cu proprietdti de programare orientatd pe
obiecte aplicabile in domeniul stiintei si, In special, ingineriei.

Entitatile de tip matrice (tablouri) pot fi generate cu functii specifice (built-in sau m-files) sau se introduce
ca liste explicite ce contin elementele acesteia [Ghinea, 2003]. De exemplu, matricea definita prin relatia (1),
pentru m = n = 3 si elemente din primele cinci numere naturale, in mediul MATLAB are forma A =[12 3;45
4;3 2 1], in care elementele liniilor sunt separate prin spatii (sau virgule), liniile se marcheaza cu punct si
virguld si lista de elemente se delimiteaza cu paranteze drepte ([ ]). Pachetul MATLAB are functii dedicate de
generare a matricelor nule (ex. zeros(2,3)), identitate (eye(3,3)), cu toate elementele unitare (oanes(3,3)), si cu
elemente aleatorii 1n intervalul [0.0, 1.0] (ex. rand(3,2)).

In tab. 1. se prezinta functii MATLAB care opereazi cu elementele unei matrici.

Tab. 1
Elr: Functia Semnificatie rezultat Exemplificare Rezultat
1 | sum/prod | Matricea linie cu elemente | sum(A)/prod(A) = 9 5/
sumele/produsele 12 20 1z
elementelor coloanelor
2 | max/min Matricea linie cu elemente | max(A)/ 4 5 4
maximele/minimele min(A)
elementelor coloanelor 1 2 1
3 | diag Matricea coloana cu diag(A) 1
elementele diagonale 5
1
4 | trace Suma elementelor de pe trace(A) 7
diagonala principala
5 |det Determinantul asociat det(A) _5
(numai pentru matricele
patratice)
6 | transpose | Matricea transpusa transpose(A) sau A’ 1 4 3
2 5 2
3 4 1
7 |inv Matricea inversa inv(A) sau An-1 D.3750  -0.5000 D.5750
-1.0000 1.0000 -1.0000
0.8750 -0.5000 0.3750
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8 size Matricea linie cu elemente | size(A) 3 3
dimensiunile matricei
9 rank Rangul matricei rank(A) 3
10 | tril Matrice inferior tril(A) 1 o o
triunghiulara 4 s iz
3 2 1
11 |tru Matrice inferior tru(A) 1 2 3
triunghiulara o 5 4
o o 1

Operatiile uzuale cu elementele a doud sau mai multe matrice se pot face avand la baza regulile
calculului matriceal (tab. 2) sau regulile calculului scalar operand cu elementele situate in aceleasi pozitii in

matricele operand, considerate ca tablouri cu aceleasi dimensiuni (tab. 3).

Tab. 2
Nr.crt. | Simbol Semnificatie rezultat Exemplificare Rezultat
1 * Matrice cu produsul A*A 18 18 14
matriceal al elementelor 36 41 36
14 18 18
2 \ Matrice cu catul A\A’ sau 2.0000 Z.5000 1.0000
matriceal (Impartirea) la | inv(A)*A’sau -2.0000  -3.0000  -2.0000
stanga al elementelor (AM-1*A° 1.0000 2.5000 2.0000
3 / Matrice cu catul A’/A sau -1.0000 z.0000  -2.0000
matriceal (impartirea) la | A’* inv(A) sau | -2.5000 3.0000 -2.5000
dreapta al elementelor A’*AN-1 -2.0000 z.0000  -1.0000
4 A Matrice cu produsele A3 132 154 140
matriceale repetate 308 349 308
(ridicarea la putere) ale 140 154 132
elementelor
Tab. 3
Nr.crt. | Simbol Semnificatie rezultat Exemplificare Rezultat
+ Matrice cu suma A+A 2 4 &
1 elementelor g 10 5
& 4 2
- Matrice cu diferenta | A-A o o o
2 elementelor 0 0 0
N N N
* Matrice cu  produsul | A.*A 1 4 =
3 scalar al elementelor 16 25 16
9 4 1
A Matrice cu cétul scalar | A\A’ 1.0000 2.0000 1.0000
4 (impartirea) la stdnga al 0.5000 1.0000 0.5000
elementelor 1.0000 Z.000o0 1.0000
A Matrice cu catul scalar | A’./A 1.0000 2.0000 1.0000
5 (impartirea) la dreapta al 0.5000 1.0000 0.5000
elementelor 1.0000 Z.000o0 1.0000
A Matrice cu produsele | A3 1 8 27
6 scalare repetate (ridicarea 64 123 64
la putere) ale elementelor 27 & 1

Pentru dimensiuni mari ale matricelor de rigiditate, care in general contin multe zerouri (motiv pentru
care se numesc si " rare" = “sparse”), tehnicile de operare cu aceste functii sau dovedit foarte eficiente pentru
cresterea vitezei de calcul, prin inldturarea operatiilor aritmetice cu zero si spatiul necesar, deoarece pentru
valorile nule nu se aloca spatiu in memorie.
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